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改革 开放 以 后 , 国内 大 学 逐渐 与 国外 的 大 学 增加 交流 .无论 到 国外 留学 或 
邀请 外 地 学 者 到 中 国 访问 的 学 者 每 年 都 有 增长 , 对 中 国 的 科学 现代 化 都 大 有 帮 
助 . 但 是 在 翻译 外 国文 献 方 面 的 工作 尚 不 能 算 多 .基本 上 所 有 中 国 的 教科 书 都 
还 是 由 本 国教 授 援 写 , 有 些 已 经 比较 陈旧 , 追 不 上 时 代 了 . 很 多 国家 , 例如 俄 罗 
斯 、 日 本 等 , 都 大 量 翻译 外 文书 本 来 增长 本 国 国民 的 阅读 内 容 , 对 数学 的 研究 都 
大 有 神 益 . 高 等 教育 出 版 社 和 海外 的 国际 出 版 社 有 见 及 此 , 开始 计划 做 有 系统 的 
翻译 , 由 王 元 院士 领导 , 北京 的 晨 兴 数学 中 心 和 杭州 的 浙江 大 学 数学 科学 研究 中 
心 共同 组 织 数 学 教授 进行 这 个 工作 . 参与 的 教授 很 多 , 有 杨 乐 院士 , 刘 克 峰 教 授 
等 等 ， 我们 希望 这 套 翻 译 书 能 够 使 我 们 的 大 学 生 有 更 多 的 角度 来 看 数学 ,丰富 
他 们 的 知识 . 海外 的 出 版 公司 如 美国 数学 学 会 等 多 有 帮助 , 我 们 说 此 鸣谢 . 


找 成 桐 (Shing-Tung Yau) 
2005 年 1 月 


说 以 此 书 献 给 Marie 和 Beverly， 


他 们 一 直 比 我 们 更 热切 地 期 待 着 本 书 的 完成 . 


原 书 前 言 


依赖 于 空间 和 时 间 变 量 的 量 , 常 由 基于 内 在 的 物理 原理 的 微分 方程 来 支配 . 
偏 微分 方程 ( 偏 微 ) 不 仅 精确 地 表示 这 些 法 则 , 而 且 有 助 于 根据 系统 的 初始 状态 
和 给 定 的 外 部 影响 来 预测 系统 的 行为 . 因此 偏 微 在 各 种 形式 的 科学 和 工程 技术 
中 的 作用 , 或 者 说 , 它 对 可 度量 的 量 合乎 常规 平滑 的 、 可 预测 的 变化 方面 所 做 的 
努力 , 是 怎么 评价 都 不 为 过 的 . 

根据 对 本 书 内 容 15 年 的 讲授 以 及 从 学 生 中 来 的 大 量 反馈 ， 我 们 认为 本 书 
对 具有 一 年 半 微 积分 知识 的 大 学 生来 说 是 一 本 在 偏 微 方面 很 具 可 读 性 的 入 门 书 ， 
它 不 需要 用 到 更 多 的 数学 知识 . 特别 ,学 生 可 以 没有 学 过 线性 代数 课程 ,其 至 没 
有 学 过 常 微分 方程 课程 就 能 理解 本 书 的 内 容 . 就 如 本 书 书 名 所 揭示 的 那样 ,我 们 
的 着 重点 只 在 我 们 认为 这 个 学 科 最 本 质 的 方面 ,至 于 一 些 其 他 的 重要 主题 ,上 比 
如 像 偏 微分 方程 组 , 只 是 提 及 一 下 . 然而 即使 是 对 一 个 特殊 的 班 , 本 书 的 内 容 都 
无 法 在 一 个 学 期 中 讲 完 .由 于 偏 微 学 科 的 广泛 关联 性 ,我 们 觉察 到 确实 有 再 加 
一 个 学 期 的 要 求 , 而 这 种 要 求 大 多 是 不 能 满足 的 , 部 分 原因 是 由 于 缺少 在 时 间 和 
篇 幅 上 适合 大 二 学 生 使 用 的 书 . 粗略 地 看 一 下 本 书 的 目录 或 索引 会 发 现 , 其 中 有 
些 主题 被 认为 是 相当 高 深 的 (如 最 大 值 原理 、Fourier 变换 、 拟 线性 偏 微 、 球 面 调 
和 函数 、 流 形 上 的 偏 微 、 复 变量 理论 、Fourier 级 数 一 致 收敛 条 件 ) ， 然而, 尽管 
数学 权威 们 (也 许 不 是 有 意 的 ) 造成 了 一 般 的 印象 , 但 任何 证 实 了 的 数学 结果 或 
概念 , 不 管 它 有 多 “高 深 ”, 都 能 把 它 分 解 为 几 个 初等 的 、 简 单 的 部 分 , 这 些 部 分 


“vi. 原 书 前 言 


对 想 尝 试 的 学 生来 说 都 是 容易 理解 的 . 对 于 本 书 的 那些 所 谓 的 “高 深 ” 主题 的 

处 理 , 我 们 认为 已 成 功 地 达到 连 我 们 自己 都 感到 惊讶 的 程度 . 要 使 本 书写 成 对 那 

些 才 学 过 标准 的 大 一 /大 二 微 积 分 课程 的 学 生 , 即使 是 那些 已 经 对 所 学 的 微 积 分 

忘 了 差不多 的 学 生 , 完全 是 自封 闭 的 , 对 我 们 是 一 种 不 断 的 和 值得 的 挑战 . 我 们 

已 成 功 地 教授 了 那些 在 学 期 初回 忆 不 起 来 如 何 去 求 解 y (Zz) 一 y(z),y(0) 一 1 的 

学 生 , 其 实 据 最 初 的 测验 , 有 超过 一 半 的 学 生 情 况 就 是 这 样 . 然而 ,到 学 期 结束 

前 , 同样 是 这 些 学 生 , 他 们 能 够 证 明和 理解 热 方程 的 最 大 值 原理 , 能 够 轻松 推导 

求解 关于 初 边 值 的 连续 依赖 性 问题 . 实际 上 ,“ 高 深 的 论题 ”本 身 很 少 是 难 的 , 但 

如 果 (为 了 追求 优雅 ) 花 很 少 的 时 间 向 学 生 去 解释 , 去 诱导 的 话 , 那么 它们 看 上 

去 是 难 的 . 

我 们 避免 那 种 先 证 明 兴 趣 索 然 的 最 一 般 形式 的 结果 , 然后 用 它们 去 导出 大 

量 特例 的 意向 . 总 的 来 说 , 我 们 从 很 多 解答 出 来 的 例子 中 归纳 出 结果 和 方法 . 等 

学 生 知 道 了 足够 多 的 例子 之 后 , 对 一 般 情 况 的 论证 就 不 仅 是 理解 而 且 是 常 能 预 

料 到 了 .特别 , 对 那些 刚 知 道 正 弦 和 余弦 的 学 生 一 开始 就 讲授 Sturm-Liouville 
理论 , 然后 作为 特例 , 讲 典型 的 边 值 问题 , 我 们 觉得 这 样 的 做 法 是 不 明智 的 , 尽 
管 Sturm-Liouville 理论 对 边 值 问题 提供 了 千篇一律 的 处 理 方 法 . 我 们 采取 的 是 

反 过 来 的 做 法 . 在 讲授 了 各 种 简单 的 热 方程 的 边界 条 件 和 Fourier 级 数 之 后 , 学 
生 们 就 可 以 把 Sturm-Liouville 理论 作为 学 过 的 内 容 的 自然 延续 , 然后 来 学 习 和 

欣赏 它 ， 从 例子 到 定理 这 样 的 过 程 自然 会 导致 书 的 篇 幅 增 加 , 但 学 生 用 这 种 方 

式 学 得 更 快 且 更 有 效果 . 简 言 之 , 从 地 基 往 上 建 房 比 从 屋顶 往 下 建 容易 . 在 这 样 

的 教学 过 程 中 也 许 会 虽 失 某 种 程度 的 优美 , 但 不 会 物 牲 严谨 .对 书 中 每 个 基本 

结果 , 我 们 几乎 都 会 在 某 种 时 候 给 出 严格 的 证 明 , 或 至 少 给 出 参考 文献 (如 , 关 

于 流 形 上 特征 函数 展开 收敛 性 证 明 的 参考 文献 )， 我 们 当然 不 建议 在 课堂 上 对 

什么 都 给 出 证 明 , 因为 这 将 严重 限制 讲授 的 内 容 ， 而 是 可 以 指导 有 兴趣 的 学 生 
学 习 书 中 许多 详细 的 、 完 全 易 消 化 的 证 明 . 我 们 以 严谨 的 方式 论述 了 偏 微 的 许 

多 解 是 能 用 相应 的 边 值 问题 或 初 值 问 题 的 Green 函数 的 积分 来 表示 . 在 大 多 

数 的 偏 微 教科 书 中 , 这 样 的 积分 公式 是 在 假设 这 些 偏 微 的 解 实际 上 存在 的 条 件 
下 推导 出 来 的 (如 果真 是 推导 的 话 ). 说 实在 的 , 这 需要 工具 去 验证 用 这 个 积分 

所 定义 的 函数 确实 是 所 给 问题 的 解 . 这 必然 涉及 在 积分 下 求 导 的 Leibniz 法 则 ， 
尤其 当 被 积 函数 是 无 界 时 . 本 书 的 一 个 特点 是 给 出 了 Leibniz 法 则 的 完全 证 明 

(参看 附录 3), 这 在 其 他 的 入 门 性 教科 书 中 似乎 没有 . 在 证 明 中 我 们 根据 来 源 于 
[Lewin,1986,1987] 的 想法 , 用 Riemann 积分 的 控制 收敛 定理 的 一 个 初等 形式 来 
.代替 Lebesgue 控制 收 你 定理 . 这 样 就 避免 了 Lebesgue 测度 和 Lebesgue 积分 的 


原 书 前 言 . vii 


概念 . 

解 题 是 学 习 任 一 数学 学 科 的 主要 方法 . 本 书包 含 了 许多 难度 不 一 的 习题 ， 
从 纯粹 常规 的 到 那些 即使 对 最 出 色 的 学 生 也 很 有 挑战 性 的 习题 . 有 时 人 们 发 现 
虽然 一 些 学 生 通 过 模仿 步骤 能 得 到 问题 的 解 ,但 他 们 也 许 仍然 不 会 解释 或 利用 
该 解 , 或 者 甚至 仍然 不 理解 为 什么 他 们 得 到 的 表达 式 确实 是 所 求 问 题 的 解 . 我 
们 通过 加 入 许多 需要 学 生 去 思考 、 去 从 中 得 出 一 些 结论 和 解释 所 得 结果 的 练习 
来 避免 这 种 悲剧 发 生 , 而 不 是 那 种 仅仅 进行 一 些 纯粹 计算 的 练习 . 因 有 些 学 生 
会 设法 先行 查看 书后 的 答案 , 所 以 我 们 只 列 出 部 分 解答 . 然而 , 解答 手册 (除了 
部 分 很 显然 的 习题 , 都 给 出 了 完全 的 解答 ) 只 对 讲授 教师 提供 . 我 们 亲自 解答 了 
全 部 的 习题 . 

因为 整 本 书 的 内 容 无 法 在 一 个 学 期 内 讲授 完 , 对 于 要 求 一 个 学 期 内 讲授 该 
课 的 教师 就 得 决定 哪些 章节 需要 讲授 . 假使 有 需要 , 教师 可 考虑 推行 再 一 个 学 
期 的 偏 微 教学 . 下 面 ， 我 们 概括 了 各 章节 的 内 容 . 在 此 之 后 给 出 了 一 些 建议 , 对 
一 个 学 期 或 二 学 季 课 程 , 哪些 章节 是 必须 的 , 哪些 内 容 是 机 动 的 . 

致谢 ( 略 .) 


David Bleecker，George Csordas 


火 奴 重重 ,1996 


各 章 概要 以 及 给 教师 的 建议 


第 一 章 (回顾 与 引言 ): ”如 学 生 学 过 常 微 课程 , 那么 第 1.1 节 可 略 过 不 讲 , 或 
安排 为 阅读 . 第 1.2 和 1.3 节 是 一 些 有 关 偏 微 及 其 应 用 的 必要 概述 , 还 包括 某 些 
主题 的 介绍 , 比如 分 离 变 量 和 登 加 原理 . 这 些 概 念 后 面 常会 用 到 . 


第 二 章 (一 阶 偏 微 ): ”对 那些 把 一 阶 偏 微 看 作 没 什么 实用 性 的 教师 , 我 们 希望 
他 们 在 决定 整个 略 过 第 二 章 之 前 先 读 一 下 第 二 章 的 引言 ,一 阶 偏 微 不 仅 在 生 灭 
过 程 ( 即 种 群 密度 的 演化 )、 连续 介质 力学 以 及 交通 流 中 激 波 的 传播 中 有 广泛 应 
用 ,而 且 让 学 生 看 到 变量 变换 是 怎样 用 来 大 大 简化 一 个 偏 微 . 顺便 提 一 下 , 仅 由 
于 在 应 用 领域 所 产生 的 二 阶 偏 微 已 经 呈 标 准 形 ,我们 就 没有 把 ( 常 系数 ) 二 阶 线 
性 偏 微 化 为 标准 形 (如 ,通过 坐标 旋转 等 方法 ) 选 作 例 子 和 训练 习题 . 然而 , 完 
整 的 分 类 定理 叙述 在 第 1.2 节 给 出 , 完全 的 证 明 在 附录 1 中 给 出 . 为 了 弥补 有 关 
二 阶 偏 微 变 量变 换 训 练 少 , 在 第 二 章 中 有 大 量 的 有 关 一 阶 偏 微 的 变量 变换 问题 . 
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一 阶 偏 微 在 应 用 中 很 少 以 参数 化 常 微 的 标准 形式 出 现 . 虽然 第 三 章 至 第 八 章 独 
立 于 第 二 章 , 教师 应 认真 考虑 至 少 讲授 第 2.1 节 , 该 节 中 有 当 ab 和 c 都 为 常数 
时 , avz 十 buy 十 cu = f(z,y) 的 求解 . 变 系数 情形 在 第 2.2 节 . 拟 线性 情形 在 第 
2.3 节 . 完全 非 线性 情形 在 选修 的 第 2.4 节 . 


第 三 章 ( 热 方程 ): 第 3.1 节 以 热 方程 的 推导 入 手 . 在 没有 先 引 入 Fourier 级 
数 的 情况 下 解答 了 最 简单 初 边 值 问题 . 用 分 离 变 量 找 出 热 方程 满足 齐 次 边界 条 
件 (B.C.) 的 乘积 解 , 然后 求 满足 初始 条 件 的 一 个 线性 组 合 . 在 第 三 章 , 所 选 的 初 
始 温度 是 可 由 (根据 三 角 恒等式 ) 有 限 项 适当 形式 的 正弦 和 余弦 的 线性 组 合 来 
表示 . 然后 学 生 自 然 会 问 , 如 果 初 值 不 是 这 种 情况 怎么 做 ? 换 句 话说 , 学 生 自然 
被 激发 引入 Fourier 级 数 , 这 是 第 四 章 的 主题 . 在 第 3.2 节 , 通过 对 第 一 类 或 第 二 
类 齐 次 边界 条 件 得 到 温度 平方 的 平均 是 非 增 的 来 证 明 热 方程 各 种 初 边 值 问 题 的 
解 的 唯一 性 . 最 大 值 原理 提供 了 唯一 性 的 另外 一 种 证 明 方 法 . 先 用 很 多 例子 来 
阐明 最 大 值 原 理 , 并 指出 用 最 大 值 原理 容易 得 到 解 对 初 边 值 的 连续 (一 致 ) 依赖 
性 . 最 大 值 原理 的 证 明 放 在 第 3.2 节 的 最 后 . 第 3.3 节 讨 论 了 各 种 简单 的 与 时 间 
无 关 的 边界 条 件 , 但 可 能 是 非 齐 次 的 情形 . 在 第 3.4 节 , 用 Duhamel 原理 处 理 与 
时 间 有 关 的 边界 条 件 和 有 热源 的 情形 . 如 果 时 间 有 限 , 第 3.4 节 可 略 过 或 留 到 以 
后 讲授 , 第 3.3 节 可 以 简单 快速 地 讲授 . 然而 , 第 3.1 节 无 疑 是 任何 一 门 初 等 偏 
微 课程 的 内 容 , 我 们 还 强烈 建议 第 3.2 节 要 相当 详细 地 讲授 . 


第 四 章 (Fourier 级 数 和 Sturm-Liouville 理论 ): 学 生 在 第 三 章 注意 到 
Fourier 级 数 的 需要 . 在 第 4.1 节 , 引入 函数 正 交 的 概念 以 及 一 个 函数 形式 上 展 
成 Fourier 级 数 的 定义 , 这 个 级 数 可 能 收敛 也 可 能 不 收敛 到 该 函数 . 计算 了 许多 
例子 , 引发 出 收敛 性 问题 . 给 出 了 对 一 个 0? 函数 一 臻 各 近 所 需 的 项 数 估计 (证 
明 则 留 到 第 4.2 节 给 出 ). 通过 对 Fourier 级 数 余 项 作 积 分 估计 提供 了 一 个 获得 
更 精细 估计 的 技巧 . 第 4.2 节 有 Fourier 级 数 在 各 种 条 件 下 收敛 性 证 明 的 细节 . 
小 心地 指出 逐 点 收敛 与 一 致 收 仇 之 间 的 不 同 . 证 明了 分 段 01 函数 具有 逐 点 收 
仇 , 连续 的 分 段 C1 函数 具有 一 致 收敛 . 如 时 间 不 充裕 , 建议 略 过 那些 较 宛 长 的 
证 明 或 安排 为 课 后 阅读 . 然而 要 有 这 样 一 个 一 般 的 认识 : 在 圆周 上 定义 的 函数 
越 光 滑 , 它 的 Fourier 级 数 收敛 得 就 越 迅速 . 在 第 4.3 节 引 入 了 Fourier 正弦 和 
Fourier 余弦 级 数 , 它们 是 用 来 处 理 (至少 是 形式 上 ) 初始 温度 不 是 由 有 限 项 适当 
形式 的 正弦 和 余弦 的 线性 组 合 情 形 (第 三 章 留 下 的 伏笔 ) . 强调 了 无 限 项 C2 函 
数 的 和 函数 未 必 是 C2 的 , 因此 所 得 的 形式 解 未 必 是 精确 解 . 然而 , 通过 在 充分 
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大 的 项 数 截取 级 数 后 通常 能 在 任意 给 定 的 确定 误差 之 内 满足 初始 条 件 , 这 正 是 
应 用 领域 所 需要 的 . 在 某 些 假设 下 形式 解 的 有 效 性 放 在 第 七 章 . Sturm-Liouville 
理论 是 第 4.4 节 内 容 . 现在 学 生 已 经 可 以 领会 这 个 主题 了 , 它 把 已 知 的 事实 推广 
到 非 齐 次 杆 和 第 三 类 边界 条 件 情 形 . 借助 于 Sturm-Liouville 比较 定理 , 给 出 了 
Sturm-Liouville 问题 有 无 穷 多 个 特征 值 的 一 个 有 说 服 力 的 证 明 梗 概 . 实际 上 , 本 
书 的 后 面部 分 除了 第 八 章 (第 8.5 节 ) Bessel 函数 有 无 穷 多 个 零点 的 叙述 之 外 ， 
其 他 都 与 第 4.4 节 无 关 . 因此 , 考虑 到 时 间 的 压力 , 整个 略 去 第 4.4 节 也 是 可 取 
的 , 但 至 少 得 告诉 学 生 那 是 关于 什么 内 容 的 . 我 们 认为 第 4.3 节能 够 且 应 该 快速 
地 讲授 , 第 4.2 节 应 着 重 定理 的 叙述 而 不 是 它们 的 证 明细 节 . 第 4.1 节 因 为 后 面 
常会 用 到 应 详细 讲解 . 


第 五 章 ( 波 方程 ): 在 第 5.1 节 , 由 Newton 方程 导出 作 横 向 振动 弦 的 波 方 程 . 
细致 地 解释 了 为 什么 横向 振动 的 假设 实际 得 到 的 是 线性 波 方程 而 不 是 近似 线性 
方程 . 于 是 去 掉 了 有 疑问 的 “小 ”振动 假设 . 求解 了 最 简单 的 有 限 弦 初 边 值 问 题 . 
在 第 5.1 节 利 用 能 量 积分 法 还 给 出 了 这 些 问题 解 的 唯一 性 的 证 明 . 第 5.2 节 包 
括 无 限 弦 波 问题 的 D'Alembert 解法 . 包括 D'Alembert 公式 的 一 些 推论 , 如 有 限 
传播 速度 ,并 解释 了 半 无 限 弦 的 镜像 法 . 对 有 限 弦 , 镜像 法 提供 了 不 同 于 Fourier 
级 数 法 的 又 一 方法 . 有 限 弦 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 也 是 D'Alembert 公式 和 
镜像 法 的 一 个 简单 推论 . 在 第 5.3 节 处 理 有 限 弦 的 各 种 边 值 问 题 . 除 此 之 外 ,用 
Duhamel 原理 和 Fourier 级 数 法 来 处 理 非 齐 次 波 方程 ( 即 , 含有 作用 力 的 项 ). 第 
5.1 节 应 该 较 详细 讲授 , 完整 的 推导 可 安排 为 课 后 阅读 . 第 5.2 节 同 样 也 是 关键 
性 的 ,如 时 间 不 够 , 第 5.3 节 可 做 简单 概述 ， 以 便 学 生 知道 其 中 论 及 什么 内 容 以 
备 今后 之 用 . 


第 六 章 (Laplace 方程 ): 在 第 6.1 节 , 引出 Laplace 方程 并 说 明 其 解 可 视 为 
稳 态 的 温度 分 布 . 引入 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 . 第 6.2 节 是 关于 矮 形 上 
这 些 问 题 的 求解 . 由 于 学 生 热 悉 分 离 变 量 和 司 加 , 这 些 内 容 可 很 快 讲授 . 激发 和 
应 用 了 唯一 性 和 最 大 值 原理 , 它们 的 证 明 则 留 在 第 6.4 节 . 在 第 6.3 节 , 利用 极 
坐标 求解 圆 环 上 和 圆 盘 上 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 . 详细 地 证 明了 中 值 
定理 和 Poisson 积分 公式 , 并 证 明了 调和 函数 的 正则 性 . 在 第 6.4 节 , 证 明了 有 
界 区 域 上 调和 函数 的 最 大 值 原理 以 及 Dirichlet 问题 解 对 边 值 的 连续 依赖 性 . 这 
些 结 果 的 重要 性 在 前 面 章 节 已 对 学 生 详细 展示 过 . 第 6.5 节 是 有 关 复 变量 理论 
在 Laplace 方程 上 的 应 用 . 假设 没有 学 过 复 变量 . 不 涉及 Cauchy 定理 、 围 线 积 
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分 和 留 数 定理 , 理由 很 简单 , 这 里 不 需要 这 些 . 然而 , 揭示 和 利用 了 复 解析 函数 
与 调和 函数 之 间 的 密切 联系 . 此 外 , 用 来 求解 稳 态 温度 问题 、 流 体 流 问 题 和 静电 
学 问题 的 共 形 映射 的 概念 和 作用 可 得 心 应 手 地 加 以 运用 . 第 六 章 的 内 容 都 是 重 
要 的 , 若 在 前 面 章节 的 内 容 用 时 太 多 的 话 , 就 可 能 无 法 上 完 第 六 章 的 所 有 内 容 . 
如 果 一 定 要 做 个 选择 的 话 , 对 一 个 大 多 数 是 工科 学 生 的 班级 , 讲授 第 6.5 节 而 不 
是 第 6.4 节 是 明智 的 ; 然而 对 数学 专业 的 班 , 相反 的 选择 是 合适 的 . 


第 七 章 (Fourier 变换 ): 即使 只 讲 前 面 章节 最 基本 的 内 容 , 在 一 个 学 期 里 要 
上 到 第 七 章 都 需要 开 一 个 额外 的 班 . 然而 ， 若 学 生 打 算 将 来 学 正式 的 复 变量 课 
程 , 第 六 章 的 许多 概念 在 那 课程 里 都 会 论述 .因而 略 过 第 六 章 的 许多 内 容 着 手 
第 七 章 就 成 为 一 种 有 吸引 力 的 选择 . 当然 , 应 该 考虑 再 引入 一 个 学 期 (或 一 个 学 
季 ) 的 偏 微 课程 的 可 能 性 . 这 种 需要 是 存在 的 . 第 7.1 节 引 入 复 变 量 Fourier 级 
数 和 定义 了 Fourier 变换 . 计算 了 许多 例子 . 在 第 7.2 节 , 详 述 了 Fourier 变换 的 
基本 性 质 , 这 些 性 质 使 Fourier 变换 在 偏 微 求解 过 程 中 成 为 有 用 的 工具 ( 即 , 把 
求 导 转化 为 乘法 算 子 ,变换 的 乘法 对 应 于 卷 积 ). 揭示 了 函数 的 正则 性 提高 该 函 
数 Fourier 变换 的 衰减 率 (反之 也 对 ) 这 样 一 个 概念 . 虽然 这 通常 被 认为 是 高 深 
的 论题 , 但 我 们 用 初等 的 方式 来 处 理 , 而 且 这 个 概念 与 圆周 上 函数 的 光滑 性 提高 
它 的 Fourier 系数 的 衰减 率 (第 4.2 节 @ 所 包含 的 ) 的 概念 有 着 紧密 联系 . 第 7.3 
节 讲 述 了 反 演 定理 、Fourier 逆 变 换 和 Parseval 等 式 . 反 演 定理 的 证 明 则 留 作 附 
篇 放 在 第 七 章 的 最 后 . 在 第 7.4 节 用 Fourier 变换 来 求解 偏 微 . 第 7.1 一 7.3 节 可 
快 些 讲授 而 集中 讲授 第 7.4 节 . 在 该 节 中 解答 了 无 限 杆 上 热 问 题 以 及 半 平 面 上 
的 Dirichlet 问题 . 我 们 认为 着 重 强调 以 下 的 事实 是 一 个 好 的 主意 : Fourier 变换 
法 不 仅 假定 问题 的 解 存在 , 而 且 假定 解 具有 一 定 的 衰减 性 质 . 因此 , 用 这 种 方式 
获得 的 解 的 积分 公式 , 应 该 通过 细致 地 应 用 积分 号 下 求 导 的 Leibniz 法 则 来 独立 
地 验证 . 对 一 个 大 多 数 是 工科 学 生 的 班 来 说 , 只 消 指出 这 点 就 可 , 不 必 给 出 详细 
的 验证 . 虽然 在 第 五 章 已 经 给 出 波 方程 的 D'Alember 公式 的 推导 , 这 里 也 证 明 
怎样 用 Fourier 变换 的 技巧 来 获得 它 , 还 讨论 了 Dirac delta 分 布 . 在 第 7.5 节 用 
镜像 法 来 求解 半 无 限 和 有 限 杆 的 热 问题 . 出 现在 第 四 章 的 无 穷 和 的 形式 解 的 有 
效 性 现在 就 容易 处 理 了 . 另外 , 引入 和 应 用 了 Fourier 正弦 和 Fourier 余弦 变换 . 


第 八 章 (高 维 情形 的 偏 微 ): 第 8.1 节 把 第 三 章 到 第 七 章 中 的 基本 概念 直接 
推广 到 多 个 身 卡 儿 空 间 坐 标的 情形 ， 求 解 矩 形 和 立方 体 上 的 热 问 题 , 且 考虑 了 
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长 方 体 上 的 Laplace 方程 . 二 重 Fourier 变换 和 二 重 Fourier 级 数 就 轻松 地 被 激 
发 和 引入 . 在 第 8.2 节 , 明确 了 热 问 题 、 波 问题 和 位 势 问 题解 的 构造 的 基石 是 满 
足 边 界 条 件 的 Laplace 算 子 的 特征 函数 . 这 个 基本 事实 常 被 隐 含 在 分 离 变量 过 
程 和 繁多 的 产生 于 各 种 坐标 系 的 特殊 函数 之 中 . 许多 函数 的 级 数 展开 都 归 入 特 
征 函 数 展 开 的 范畴 . 在 第 8.2 节 还 证 明了 一 个 二 重 Fourier 级 数 一 致 收 伍 定 理 ， 
也 讨论 了 二 重 Fourier 变换 的 简单 性 质 . 第 8.3 节 开 始 用 球 坐 标 来 研究 标准 的 
偏 微 . 球面 上 Laplace 算 子 的 特征 函数 定义 为 球面 调和 函数 .它们 成 为 空间 上 
Laplace 算 子 的 特征 函数 的 突出 部 分 , 并 能 用 相应 的 Legendre 函数 来 表示 . 利用 
球 对 称 解答 了 许多 热 问题 和 波 问 题 . 推导 出 三 维 的 D'Alember 公式 , 并 讨论 了 
Huygen 原理 . 第 8.4 节 履 盖 了 所 有 特征 值 和 球面 调和 函数 的 确定 ,特征 空间 的 
维 数 等 内 容 . 给 出 了 球面 C2 函数 的 Laplace 级 数 一 致 收 仇 的 一 个 完全 证 明 . 此 
外 , 通过 利用 球面 调和 函数 和 球 Bessel 函数 求解 许多 与 角度 有 关 的 问题 (如 , 球 
内 热流 ). 在 第 8.5 节 , 考虑 了 用 柱 坐 标 表示 的 偏 微 以 及 更 多 的 用 球 坐 标 表示 的 
偏 微 , 但 具 非 平凡 位 势 , 比如 Schr6dinger 方程 . 讨论 了 求解 过 程 中 产生 的 特殊 
函数 . 虽然 球 Bessel 函数 能 用 正弦 和 余弦 来 表示 , 但 (整数 阶 ) 柱 Bessel 函数 则 
不 能 , 这 就 是 为 什么 放 在 球 坐 标 之 后 处 理 柱 坐 标的 原因 . 考虑 了 一 些 应 用 问题 ， 
从 振动 的 圆 形 膜 , 到 ( 非 相 对 论 性 的 ) 所 原子 能 量 水 平和 波 函 数 的 确定 以 及 作为 
周期 表 基 础 的 能 量 水 平 衰 期 的 确定 . 第 8.6 节 论述 了 了" 中 带 边 的 紧 子 流 形 上 
标准 的 热 问 题 、 波 问题 和 位 势 问 题 . 用 易于 理解 的 方式 定义 了 这 些 子 流 形 上 的 
Laplace 算 子 . 虽然 没有 证 明 在 这 些 一 般 结 构 下 特征 函数 和 特征 值 的 存在 理论 ， 
但 列举 了 一 些 更 具 可 读 性 的 参考 文献 . 诚然 , 特征 函数 难于 被 具体 计算 或 逼近 ， 
但 一 旦 特征 函数 给 定 , 求解 流 形 上 标准 的 热 问题 、 波 问题 和 位 势 问题 的 过 程 就 
跟 散布 在 书 中 其 余部 分 的 许多 特殊 情形 很 类 似 . 最 后 的 章节 基本 上 把 这 些 特殊 
的 情况 统一 合并 为 一 个 框架 . 再 者 , 对 Laplace 算 子 特征 值 的 Weyl 渐 近 公式 进 
行 了 讨论 , 还 讨论 了 流 形 的 几何 信息 , 这 些 信 息 能 从 可 看 作 是 振动 的 频率 的 特征 
值 中 “ 听 ” 出 来 . 

在 计划 一 个 学 期 或 两 学 季 的 教学 课程 时 , 我 们 建议 选择 下 面 列 出 的 章节 , 记 
住 标明 优先 的 章节 . 另外 , 如 果 学 生 常 微 不 太 强 的 话 就 应 包括 第 1.1 节 . 标 有 * 号 
的 章节 可 以 在 两 个 课时 内 上 完 , 而 大 多 数 教师 将 用 大 约 三 个 课时 在 其 他 节 上 . 留 
下 用 来 测验 和 检查 部 分 回 家 作业 的 时 间 . 第 八 章 或 许 最 好 留 作 第 二 个 学 期 的 课 
程 , 或 对 那些 超前 的 、 有 天 赋 和 很 有 兴趣 的 学 生 作 为 课外 自修 计划 的 材料 . 

关键 的 章节 : 1.2, 1.3*, 3.1, 3.2, 4.1, 4.2, 4.3*, 5.1, 5.2, 6.1*, 6.2*, 6.3 

较 高 要 求 的 章节 : 2.1, 3.3*, 5.3*, 6.4, 6.5, 7.1*, 7.2*, 7.3*, 7.4 


“xii ， 原 书 前 言 


超 高 要 求 的 章节 : 2.2, 2.3, 2.4, 3.4, 4.4, 7.5 

我 们 特别 感谢 偏 微 和 几何 专家 、Field 奖 获 得 者 、 同 仁和 编辑 S.T.Yau 以 及 
合作 编辑 Julie Lynch 对 本 书 的 极 大 信任 . 我 们 做 了 一 切 努 力 来 确保 不 境 负 这 种 
信任 . 
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第 一 章 ”回顾 与 引言 


在 本 章 我 们 回顾 后 面 将 会 用 到 的 常 微分 方程 方面 的 内 容 , 还 对 偏 微分 方程 
的 应 用 作 了 概述 , 并 向 读者 介绍 了 一 些 基 本 技巧 , 如 分 离 变量 . 第 1.1 节 中 对 常 
微分 方程 的 回顾 是 自封 闭 的 , 因为 经 验 表 明 对 这 些 内 容 的 补习 是 非常 必要 的 . 即 
使 那些 具有 不 错 的 常 微分 方程 数学 知识 的 人 也 会 发 现 这 些 应 用 例子 和 问题 ( 涉 
及 生物 学 、 流 体 流 、 电 子 学 、 机 械 振动 和 共振 等 ) 是 很 有 趣味 和 吸引 人 的 . 第 
1.2 节 回 读者 介绍 了 偏 微分 方程 在 许多 科学 应 用 方面 的 前 景 , 如 万 有 引力 、 静 电 
学 、 热 力学 、 声 学 和 极 小 皂 膜 曲面 . 有些 内 容 (比如 , 运用 Green 函数 和 积分 算 
子 ) 经 过 一 次 阅读 可 能 不 会 完全 领会 . 确实 , 学 生 在 他 们 学 习 的 后 期 阶段 将 会 发 
现 对 第 1.2 节 的 某 些 方面 (如 可 加 原理 ) 会 更 加 明了 . 在 第 1.3 节 , 关于 通 解 典 
型 形式 上 的 区 别 , 比照 了 常 微分 方程 研究 和 偏 微分 方程 研究 . 举例 说 明 怎样 用 侧 
边 条 件 由 通 解 来 确定 特 解 . 此 外 , 这 节 还 包括 了 分 离 变量 法 . 


81.1 常 微分 方程 回顾 


联系 未 知 函数 以 及 它 的 导数 的 方程 称 为 微分 方程 如 果 未 知 函 数 是 多 于 一 
个 变量 的 函数 , 那 该 微分 方程 称 为 偏 微分 方程 (以 后 简称 为 偏 微 ), 这 是 因为 未 知 
函数 的 导数 是 偏 导 数 . 而 在 一 个 常 微分 方程 ( 常 微 ) 中 , 未 知 函 数 是 单 变量 函数 . 
在 研究 偏 微 之 前 , 回顾 一 些 常 微 基础 是 值得 的 , 因为 偏 微 的 解 往往 能 通过 求解 相 


本 第 一 章 回顾 与 引言 


关 的 常 微 得 到 . 下 面 对 一 阶 常 微 (可 分 离 的 和 线性 的 ) 以 及 二 阶 齐 次 常 系数 线性 
常 微 的 回顾 将 满足 我 们 的 需要 . 


一 阶 常 微 


如 果 一 阶 常 微 能 写成 如 下 形式 则 称 是 可 分 离 的 


f(y) Ye = g(2), 


其 中 y 是 独立 变量 zx 的 未 知 函数 . 


可 通过 两 边关 于 z 积分 (如 可 能 的 话 ) 求解 这 类 方程. 积分 左边 得 
[rEa= /rm= FW) + 


其 中 F(y) 是 f(y) 的 一 个 原 函数 ( 即 F'(y) = f(y)), C1 是 任意 常数 . 同样 , 积分 
(1) 的 右边 , 并 令 G(z) 表示 g(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 得 


FE)+C=Gz)+C 或 F(y)= G(x)+O, (2) 


其 中 我 们 已 把 任意 常数 Cl 和 C2 并 为 一 个 任意 常数 C = C2 一 C1. 实际 上 , 可 通 
过 先 把 (1) 重 写成 如 下 的 微分 形式 来 得 到 (2) 


f(y)dy = g(x)dz. (3) 


则 积分 (3) 式 两 边 就 得 到 (2). 注意 到 (3) 中 变量 z 和 y 分 别 在 等 式 的 两 边 , 因 
此 有 “可 分 离 方程 ” 之 说 . 如 果 可 能 , 由 (2) 解 出 用 zx 来 表示 y. 然而 , 对 给 定 的 
z 和 C 可 能 会 有 不 止 一 个 (或 可 能 没有 ) y. 注意 到 对 给 定 的 C, 方程 (2) 通常 
定义 了 zg- 平 面 上 的 一 条 曲线 , 但 这 并 不 确保 这 条 曲线 是 一 个 z 函数 的 图 像 . 尽 
管 这 样 , 通过 允许 (2) 中 C 的 变化 得 到 的 曲线 族 还 是 充分 刻画 了 (1) 或 (3) 的 
解 的 集合 . 

例 1 某 种 群 在 时 刻 t 时 物种 数 为 P(t), 它 的 增长 率 与 它 的 数量 成 正比 ( 即 
P'(t) = aP(t), a > 0 为 某 常数 ). 求 用 初始 物种 数 P(0) 和 a 来 表示 P(t). 

解 方程 P'(t) = aP(t) 是 可 分 离 的 , 因 它 可 写成 

dP 


— = adt. 


下 
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积分 得 (假设 P > 0),In(P) = at+C 或 P(t) = exp(at+C) = eceat. 因 P(0) = eC， 
则 要 求 的 解 为 
P(t) = P(0)e®t. 

注意 ， 对 给 定 的 函数 alt) 和 /(P)， 这 样 的 方法 在 更 一 般 的 情形 P'(t) 
alt)f(P(t)) 中 仍 能 适用 ， 因 这 个 方程 也 是 可 分 离 的， 然而 , 该 方法 对 P'(t) 
t 十 已 (tt) 和 许多 其 他 非 可 分 离 方 程 不 再 有 效 . 口 

例 2 一 粒子 由 zy- 平 面 上 流体 流 携 带 运动 . 假设 该 流体 在 任意 点 (z,y) 的 
速度 是 2yi + 4zj ( 即 , 流体 流速 度 的 大 小 与 方向 随 点 而 变化 ). 求 粒子 过 点 (1,3) 
的 轨迹 . 
解 粒子 轨迹 在 点 (z,y) 的 斜率 为 在 点 (z,y) 处 流体 速度 向 量 的 分 量 之 比 
4z/2y( 假 设 y 冯 0). 假设 轨 线 是 z 的 函数 y 的 图 像 , 则 有 常 微 y(z) = 4z/2y 它 
是 可 分 离 的 (2ydy = 4zdz). 经 积分 , 得 流 线 族 (参看 图 1) 


图 1 
y= 27?2+0, (4) 
这 是 双 曲 线 . 过 (1, 3) 的 流 线 是 (4) 中 C = 3? - 2(1)? = 7 所 确定 的 双 曲 线 的 上 
支 , 即 y(z) = V27z2 +7. 口 


另 一 类 一 阶 常 微 是 一 阶 线性 常 微 


a(T)y (z) + b(z)y(z) = c(z)， (5) 
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其 中 a(z),b(z) 和 c(z) 是 给 定 的 连续 函数 . 假设 a(z) 关 0, 以 a(z) 除 (5) 式 , 得 
下 面 意义 下 标准 形式 的 常 微 . 


称 如 下 一 阶 线性 常 微 是 标准 形式 的 


y (z) +p(z)y(Z) = q(7). 


若 用 0 来 取代 gq(z), 所 得 的 方程 


y(2) +p(z)y(z) =0 (7) 
称 为 与 (6) 相 应 的 齐 次 方程. 与 (6) 不 同 ,(7) 总 是 可 分 离 的 : 
型 = -plzjdz @ 关 0) (8) 
于 是 , 积分 (8), 得 (7) 的 通 解 ys(z) 如 下 : 
wz) = Cexpl-P(z)), 其 中 P(z) = / p(n)de. (9) 


方程 (6) 的 积分 因子 定义 为 


m(z) 三 exp[P(z)] = exp( | Dp(z)dz). 


注意 由 (9) 得 m(z)yn(z) = C. 于 是 
0 = E(m(a)yn(z)) = m(z)y (zs) + mz)yn 人) 
= m(z)y, (7) 十 mm(Z)p(z)yn(z) = m(z) (yh (7) + p(x) yn (72)), (11) 


其 中 用 了 m'(z) = exp[P(z)]P'(z) = m(z)p(z) 这 个 事实 . 对 g(z) 关 0 时 (6) 的 
解 y(z), m(z)y(z) = C 不 成 立 , 但 由 (11) 中 的 计算 可 得 


把 Cn(zjy(z)) = m(a)(y (2) +p(z)y(s)) = mlw)ale). (12) 
积分 (12) 得 , m(z)y(z) = f/m(z)g(z)dr +C 或 
v0) = ts / mde + 0) 3) 
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注意 到 当 gq(z) = 0 时 (13) 式 就 化 为 (9) 式 . 虽然 简单 地 利用 公式 (13) 就 能 写 
出 (6) 的 解 , 但 记 住 求解 的 步骤 是 更 可 取 的 .( 这 些 步 又 将 在 本 节 的 末尾 概述 .) 
例 3 求解 (1 + z2)y' 十 2zy = 3z2. 
解 首先 , 把 方程 化 成 标准 形式 (6), 即 


V+ TY- 让 We 
方程 (14) 的 积分 因子 (参看 0) 为 
Cn et /这 dz) = explm(L+za]=1+ 到 
方程 (12) 表明 如 用 m(z) 乘 (14) 的 两 边 , 则 得 
把 (m(zjy(z)) = m(z)gtz) = 3z2 (15) 
积分 (15) 两 边 , 得 m(z)y(z) = za + C 或 y(z) = 0 


例 4 考虑 两 个 完全 相同 的 饶 头 A 和 B. 由 于 泄漏 , 假设 果汁 以 与 果汁 在 锥 
头 中 的 容积 成 比例 的 速率 从 每 个 钠 头 流出 , 比方 说 V'(t) = -kV(t), 其 中 大 > 0. 
假设 在 负 头 A 内 果汁 的 初始 容积 为 Va(0), 而 钠 头 B 内 开始 是 空 的 . 如 在 t=0 
时 饶 头 A 开始 泄漏 到 饶 头 B, 求 在 任意 时 刻 上 > 0 时 饶 头 B 内 果汁 的 容积 Va (t). 


解 ”Vs(t) 的 变化 率 为 
Vg(t) = —kVe(t) — VA(). (16) 
因 V(t) = 一 kVa(t), 如 同 例 1, 可 得 Va(t) = Va(0)e-*t. 于 是 , 由 (16) 
VB(t) + kVe(t) = kVa(0)e-*t. 
乘积 分 因子 e*t, 得 (根据 (12)) 
全 (eMVe(t) =kVa(0) 或 Ve(t) =e-*(ktVa(0) + C). 
由 Vs(0) = 0, 得 C = 0. 于 是 ,Vp(t) = ktVa(0)e-*t. 口 
5 假设 容器 A 盛 有 每 100 加 仑 含有 4 磅 盐 的 盐水 . 容器 B 开始 有 100 
加 仑 的 水 . 在 1 小 时 时 间 内 , 容器 B 中 的 水 以 3 加 仓 每 分 钟 的 速率 排出 . 同时 ， 


容器 A 中 的 盐水 以 5 加 仑 每 分 钟 的 速率 流 人 容器 B. 到 1 小 时 末 有 多 少 盐 被 溶 
解 在 容器 B 里 ? 假设 容器 B 始终 融合 得 很 好 而 且 不 会 溢出 . 


6. 第 一 章 回顾 与 引言 


解 令 S(t) 表示 在 时 刻 t 时 容器 B 内 盐 的 磅 数 . 在 时 刻 t, 容器 B( 经 抽 排 ) 
以 3 加 仑 每 分 钟 乘 容 器 B 中 每 加 仑 含 盐 的 数量 的 速率 , 即 T003425s Ibs/min 失 
去 盐 . 容器 B 从 容器 A 处 获得 盐 的 速率 为 5 乘 元 lbs/min. 于 是 , 容器 B 盐 
的 净 增加 率 为 5'(t) = i 鼻 + 去 因此 ， 
35(t) 1 


ET (17) 


积分 因子 为 m(t) = exp[3 In(100 十 2t)] = (100 + 2t)3.(17) 两 边 乘 该 积分 因子 , 得 
(mt)s() = 5(100 +2t)3 和 S(t) = (100 + 2t)-3 ( 却 (100 + 2t)3 + 0). 

由 5S(0) =0, 得 C= 一 去 105 和 S(t) = 去 (100 十 2t)-3((100 十 2t)3 一 105). 最 

后 , $5(60) ~ 7.574 lbs. 口 


二 阶 常 系数 线性 常 微 
需要 充分 理解 二 阶 齐 次 线性 方程 


ay (z) + by'(z) +cy(z) = 0, (18) 


其 中 系数 a,b 和 ce 是 实 常数 . 如 a = 0, 则 (18) 式 或 是 一 阶 线性 常 微 , 或 是 (如 
还 有 b = 0) 平凡 的 . 于 是 , 假设 a 关 0. 求解 (18) 的 通常 方法 是 先 假设 具有 
y(z) = erz 形式 的 解 , > 为 某 个 常数 . 将 这 样 的 y(z) 代入 (18), 得 


aerz7r2 十 berzr 十 cerz 一 err(ar2 十 杂 十 c)=0. 


因此 ,7 必 满 足 二 次 方程 ar?+br+c = 0, 称 其 为 (18) 的 辅助 方程 . 令 d = 2 一 4ac. 
有 三 种 情形 :dg > 0,d = 0 和 d < 0. 
如 a > 0, 则 有 两 不 同 实 根 , 即 
0 
2a 2a 
这 时 ,(18) 的 通 解 为 如 下 的 全 加 (或 线性 组 合 ) 


y(7) = clemz + cze727， (19) 
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其 中 cu 和 co 是 任意 常数 . 回忆 一 下 齐 次 线性 方程 两 个 解 的 个 加 仍然 是 解 ( 参 
看 习题 8 @). 再 者 , 如 方程 是 二 阶 的 且 两 个 特 解 之 比 不 为 常数 ( 即 , 这 两 个 解 是 
线性 无 关 的 ), 则 任意 解 是 这 两 个 解 的 全 加 (参看 习题 20). 

如 d=0, 则 ar?+br+c=0 只 有 一 个 解 , 即 "= -过 ,为 二 重 根 . 然而 , 回 
想 一 下 , 除了 er*,(18) 必 还 有 另 一 个 线性 无 关 的 解 . 经 试 求 f(z)er* 形式 的 解 ， 
得 /"(z) = 0( 参 看 习题 9). 于 是 取 f(z) = z, 得 另 一 线性 无 关 的 解 re"*. 这 样 ， 
当 d=0 时,(18) 的 通 解 为 


zy(zZ) = clerz 十 core”™, (20) 
其 伸 关 二 三 此 
如 d<0, 则 ar2?+t+c=0 的 根 为 复数 , 即 
n= ti Vad (21) 
其 中 i 具有 性 质 这 = 一 1.( 因 此 , i 不 可 能 为 实数 .) 现 记 
n=a+t+iB 和 rs= oa- ib, (22) 
其 中 a 和 8 为 实数 . 则 可 证 
y(z) = cae(e+ip)z 所 cde(a 一 ip)z， (23) 


满足 (18), 其 中 cs 和 ca 为 任意 常数 . 为 了 构造 解 (23) 的 更 有 用 的 形式 (细节 可 
参看 习题 11) 要 用 到 Euler 公 式 


ez = cosy + isiny. (24) 


[Leonhard Euler(1707 一 1783), 生 于 瑞士 的 数学 家 和 物理 学 家 , 在 数学 和 天 体力 
学 的 很 多 领域 作出 了 重要 贡献 . 数 e 就 是 以 他 命名 的 .]Euler 公式 可 通过 在 复 指 
数 ez 的 寡 级 数 展开 中 取 z = iy 获得 : 


cor z z2 23 
er:=》 一 =1+ 本 十 可 十 可 十 :… . (25) 


中原 文 误 为 习题 7. 一 一 译 者 
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现 利用 关系 式 el(e+ip)z = eazreipz 和 Euler 公式 , 可 把 (23) 展 成 下 面 形 式 


y(7) = e®™[ca(cos Bz + isin Bz) + ca(cos Br — isin Bz)]. (26) 


置 cl = cs +ca 和 co = i(cs 一 csa), (26) 变 为 


Vy(z) = es (cl cos Bz + co sin Br). (27) 


最 后 , 当 d < 0 时 , 用 (22) 和 (21) 的 记号 , 由 (27) 得 到 (18) 的 通 解 如 下 : 
vlad (Ya,) )). (28) 


y(z) = e- 药 z(cl cos( 2Z) 十 cz sin 


上 述 结果 可 概括 如 下 : 


考虑 常 微 

aW (7Z) + by'(z) + cy(z) = 0, (29) 
其 中 ob 和 e 为 实 常 数 且 az0. 令 mm 和 7ra 是 相应 的 辅助 方程 ar?+br+c 二 0 
的 根 . 记 d = 如 -~ 4ac, 并 令 ci, cs 表示 任意 常数 . 
1. 若 r1 和 rs 是 实数 且 不 相同 ( 即 4 > 0), 则 (29) 的 通 解 为 


TX 


Yy(T) = clemz + czer2z 


2. 若 71==72 =7( 即 d=0), 则 (29) 的 通 解 为 


V(Z) = cle™” + care™. 
3. 着 71 =a+iB 和 rz=a-i8 ( 即 d<0), 则 (29) 的 通 解 为 


V(z) = e®*(c1 cos Bz + co sin Br). 


例 6 一 个 质量 为 m 的 物体 连接 在 位 于 z- 轴 的 一 弹簧 上 , 如 图 2 所 示 . 根 
据 Hooke 定 律 , 当 此 物体 移动 到 位 置 z 时 , 弹簧 就 向 物体 施 与 力 -kx (指向 原 
点 , 因 常 数 是 正 的 ). 令 z(t) 表示 物体 在 时 刻 t 时 的 位 置 . 物体 还 受到 一 种 
力 , 比方 说 空气 阻力 , 为 -bz'(t), b > 0 为 常数 ， 如 物体 在 时 刻 t = 0 时 在 位 
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图 2 


置 zo 处 被 释放 , 利用 Newton 运动 第 二 定律 mz”(t) = F(t) 求 物体 在 任意 时 
刻 t > 0 的 位 置 , 其 中 F(t) 是 在 时 刻 t 物体 所 受 的 合力 .| 英国 科学 家 Robert 
Hooke(1635 一 1703) 和 数学 家 、 物理 学 家 Issac Newton(1642 一 1727) 经 常 意见 不 
和 , 尤其 是 在 万 有 引力 平方 反比 律 的 荣誉 分 享 问题 上 .] 

解 因为 施 与 物体 上 的 合力 为 F(t) = -kz(t) -bz'(t), 由 Newton 第 二 定律 
得 常 微 

mz’(t) 十 bz + kz(t) = 0, (33) 

其 中 d= 如 一 4mk. 所 有 三 种 情形 4 > 0, d=0 和 wd < 0 都 有 可 能 . 它们 分 别称 
为 强 阻 尼 的 、 临 界 阻 尼 的 和 弱 阻 尼 的 (或 振荡 的 ) . 这 三 种 情形 的 解 分 别 为 


Z(t) =e 这 tfcie 次 : 十 co2e 次 昌 (d > 0)， (34) 
z(t) = emt(cl + cot) (d = 0)， (35) 
z(t) = e 一 环 t(cl cos( Vd, t) 十 cz sin( 一 一 Ya (d < 0). (36) 


其 中 常数 cu 和 co 由 给 定 的 初始 条 件 z(0) = zo 和 zx'(0) = 0 求 得 . 在 (34) 
情形 中 , 由 : 


z(0)=c1+c2=Zzo 和 zx'(0) = (Vad— bc1 — (Vd+b)cz) = 
得 到 cl = (1++ 襄 )zo 和 co = (1 一 疙 )zo. 于 是 , (34) 成 为 


z(t) = zoe 机:(3(e 交 | 十 e- 凑 t) 十 i 一 ee) 


= zoe- 直 (cosh( Vat) 十 sinh(¥e). (37) 
当 赋 予 初 始 条 件 时 ， 常 容易 出 现 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 ， 它 们 定义 为 sinhz = 


3(e* 一 e *) 和 coshz = 3(e? + ez)， 对 不 熟悉 这 些 函 数 以 及 它们 跟 通 常 的 
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图 3 


正弦 和 余弦 关系 的 读者 , 如 有 兴趣 可 参看 习题 18. 对 b, m 和 上 大 确定 的 值 , 这 些 
解 由 图 3 中 的 曲线 图 表示 . 口 


例 7 方程 (18) 也 出 现在 电路 理论 中 . 假设 一 电动 势 为 Y 的 电池 , 一 电阻 
为 R 的 电阻 器 , 一 感应 系数 为 工 的 感应 线圈 和 一 电容 为 C 的 电容 器 按 图 4 串 
联 . 欲求 在 这 个 电路 中 作为 时 间 函 数 的 电流 强度 i(t) 最 一 般 的 表达 式 .| 电路 中 
的 电流 强度 服从 Gustav Kirchhof(1824--1887, 德国 物理 学 家 ) 第 二 定律 , 他 因 
在 电子 学 和 光谱 学 方面 的 贡献 而 著名 .] 


图 4 


解 Kirchhoff 第 二 定律 表明 在 任 一 闭合 电路 中 各 元 器 件 上 的 电位 差 之 和 
必 为 零 . 在 时 刻 t, 电阻 器 上 的 电位 差 等 于 RR 乘 电 流 强度 i(t). 感应 线圈 上 的 电 
位 差 为 Li'(t).( 这 个 电位 差 是 因为 线圈 中 的 电流 强度 增加 产生 了 变化 的 电磁 场 ， 
由 此 导致 相 反 的 电场 并 在 线圈 中 产生 电位 差 .) 电容 器 上 的 电位 差 为 1/C 乘 聚 
集 在 一 个 板 上 的 总 电量 [i(t)dt. 由 Kirchhof 第 二 定律 ， 


Rilt) + Li'(t)+ 6 /ou —V=0, {38) 
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Li'(t) + R(t) + Bid) =0. (39) 

这 里 , 电流 强度 的 行为 就 像 例 6 中 连接 在 弹簧 上 的 物体 的 迁移 , 且 m = L, b= RR 

以 及 大 = 1/C. 特别 , 用 这 些 新 的 数值 , 公式 (34), (35) 和 (36) 就 给 出 了 三 种 情 

形 i(t) 的 通 解 . 口 
我 们 将 不 论 及 非 齐 次 方程 的 一 般 情 形 


ay’(t) + by'(t) + cy(t) = f(t). (40) 


在 例 6 中 当 有 外 部 作用 力 f(t) 时 , 或 在 例 7 中 当 电动 势 源 是 可 变 时 [f(t) = V'()] 
就 会 出 现 这 种 情形 . 我 们 可 通过 特 解 加 上 用 0 替换 f(t) 所 得 的 相应 的 齐 次 
方程 的 通 解 来 解 (40)， 对 于 特 解 可 用 在 多 数 常 微 书 中 能 找到 的 参数 变易 法 求 
得 . 然而 , 作为 共振 及 使 用 复数 方法 的 举例 , 下 面 将 求 (40) 中 当 f(t) 具有 形式 
4cos(wt) 或 4sin(wt), 有 和 常 振幅 4 和 角 频 率 w, 这 种 重要 情形 时 的 特 解 . 

例 8 当 f(t) = Acos(wt) 或 f(t) = Asin(wt),w 为 一 实 常数 上 且 abc 关 0 时， 
用 下 述 方法 求 (40) 的 特 解 . 确定 复 常 数 C, 使 得 y(t) = Ceit 满足 f(t) = Aei%t 
的 (40). 然后 证 明 y(t) 的 实 部 和 虚 部 就 是 所 要 求 的 特 解 . 

解 ”把 试验 解 y( = Cei 代入 f(t) = hei*t 的 (40), 得 


Cewtla(iw)? 十 biw + cd] 一 eicwt 或 Cl(c we aw2) 十 ibw] = 有 A (41) 


利用 恒等式 (r +is)j(r 一 is) =7? 十 s2, 可 得 


Tr—is 


(r+is)-! = a (42) 
于 是 ,用 [(c 一 aw?) 十 ibw]-! 乘 (41), 得 
站 三 Al(c — aw2) — ibw] (43) 


= toa) pe 
和 
y(t) = Ce'™t = C(cos(wt) + isin(wt)) 
_ Al(c— aw’?)cos(wt) + bwsin(wt)] .Al(c— aw’?)sin(wt) ~ bw cos(wt)] 
= ti 
= YR(t) + iyr(t), 
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最 后 的 等 式 定 义 了 f(t) = 4eiet = Acos(wt) +ihsin(wt) 的 (40) 的 解 y(t) 的 实 
部 和 虚 部 . 因 

ay” +by’ +cy = (ayR + byR + YR) + i(ay + byr + cyr), (44) 
可 得 yr(t) 是 f(t) = 4cos(wt) 的 (40) 的 解 , 而 yr(t) 是 f(t) = 4sin(wb 的 (40) 
的 解 . 如 频率 w 允许 变化 , 则 取 w 使 得 h(w) = (c 一 aw2)2 + bw? 为 极 小 时 , yr 
和 yi 的 振幅 , 即 4[(c - aw2)2 + b2w2]-: 为 最 大 (参看 图 5). 


令 hj/(w) = 0, 求 得 共振 频率 wa 为 


op 一 十/ 人 — 3(2), (45) 


只 有 当 2ac -如 < 0 时 , 才 会 在 wR = 0 产生 最 大 振幅 . 注意 到 如 咏 4ac < 0， 
则 lwa| 小 于 出 现在 (32) 中 的 自然 频率 v = | 名 | = /8 一 了 (2)?. 又 
b> 


wR DS 
( 尘 》 = 一 如 


[a 
1 4ac 


这 表明 当 (如 /ac) 一 0 时 lwal/z 一 1. 在 上 述 论证 中 , 我 们 假设 4 不 依赖 于 w. 
在 电子 学 的 应 用 方面 , 4 通常 与 w 成 比例 , 这 时 (45) 就 不 适用 . 作为 例子 可 见 
习题 13. 口 


特殊 的 常 微 方程 组 
有 时 会 遇 到 如 下 形式 的 线性 常 微 方程 组 


z(t) = az(t) + by(t) 


Y(t) = cz(t) + dy(t), 
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其 中 a,b,c 和 d 为 给 定 的 实 常数 而 z(t) 和 y(t) 为 未 知 函 数 . 对 给 定 的 初始 条 件 
z(0) 和 y(0), 要 求 满足 方程 组 (46a) (46b) 的 z(t) 和 y(t). 车 5=0, 从 一 阶 常 微 
(46a) 可 解 得 z(t). 然后 把 该 解 z(t) 代入 (46b), 并 从 所 得 的 一 阶 常 微 解 得 y(t). 
若 b 关 0, 对 (46a) 两 边 求 导 并 利用 (46b) 如 下 : 


z(t) = azr’(t) + by'(t) = ar’(t) + b(cz(t) + dy(t)) 
= az’(t) + bez(t) + d(x’(t) ~ az(t)), 


在 最 后 的 等 式 中 利用 了 (46a). 因此 , z(t) 必 满 足 
x(t) — (a+d)z’(t) + (ad— bc)z(t) =0. . (47) 


利用 初 值 x(0) 和 zx'(0) = az(0) + by(0), 从 这 个 熟悉 的 二 阶 常 微 可 解 得 z(t). 不 
必 再 从 (46b) 去 解 y(t), 因由 (46a) 


y(t) = (2(0) ~ az(0)). (48) 


上 述 思 想 足 够 用 来 求解 后 面 将 出 现 的 某 种 其 他 类 型 的 常 微 方程 组 , 而 且 不 需要 
用 到 微分 算 子 和 和 矩阵 方法 . 


例 9 例 2 中 ,给 定 xz(0) =1 和 wy(0) = 3, 计算 在 任意 时 刻 t 时 粒子 的 位 置 
(z(t), y(t)). 
解 在 时 刻 t 时 速度 向 量 为 z'(t)i+ y(t)j. 于 是 , 有 方程 组 


2'(t) = 2y(t), (49a) 
y(t) = 47(t). (49b) 
如 上 , 对 (49a) 求 导 然 后 利用 (49b), 得 
z(t) = 2y(t) = 8z(t) 或 z(t) -87x(t) = 0. 
由 7? 一 8=0, 得 r= 土 2V2, 以 及 通 解 
z(t) = cre2V2t 十 coe™2V2t. 


由 初始 条 件 z(0) = 1 和 zx'(0) = 2y(0) = 6, 得 
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1 3 
cl 十 cz 一 1 或 cl 一 本 十 ITV2 
2V2c1 — 2V2c2 = 6 3 站 3 
利用 (49a)， 
y(t) = 32'() = V2(cie2v2 — c— 2e-2V2). 


随 着 t 的 变化 , 点 (z(t),y(t)) 就 描绘 出 双 曲 线 y? 一 2z? = 7 的 一 支 (参看 例 2 中 
C=7 的 (4)), 因 可 以 验证 [y(t)]? 一 2[z(t)]? = 7. 曲线 的 参数 表示 (z(t),y(t)) 比 
%2 一 2z2 = 7 提供 了 更 多 的 信息 , 这 是 因为 (z(t),y(t)) 给 出 了 粒子 在 时 刻 t 时 的 
位 置 . 口 

例 10 某 种 动物 的 体重 w(t) 以 变化 率 w'(t) = Cs(t) -KK 增加 , 其 中 s(t) 
是 动物 食物 供应 的 数量 而 K, C 为 常数 . 假设 s(0) 和 w(0) 为 正 . 如 s(t) 变 为 0， 
则 以 后 就 一 直 为 0. 如 w(t) 降 为 0, 则 动物 就 得 饿 死 . 动物 越 重 就 吃 得 越 多 , 食 
物 供应 的 变化 率 除去 动物 本 身 的 因素 通常 跟 s(t) 成 正比 . 于 是 , 当 食 物 供应 持 
续 时 , s'(t) = As(t) - Bw(t), 4, B > 0 为 常数 . 证 明 若 42 < 4BC, 则 动物 最 终 
将 饿 死 (在 经 过 了 一 些 限 食 - 暴 饮 循环 之 后 ), 除非 w(0) = 角 和 s(0) = 共 , 在 
这 种 情形 下 w(t) 和 s(t) 为 常 值 . (4? > 4BC 的 情形 在 习题 19 中 讨论 .) 

解 有 方程 组 


s'(t) = As(t) ~ Bwt(t), (50a) 
w(t) = Cs(t)—K. (50b) 
对 第 一 式 求 导 然 后 利用 第 二 式 , 得 
s"(t) — As'(t) + BCs(t) = BK. (51) 
(51) 的 通 解 是 常数 特 解 入 加 下 面相 应 的 齐 次 方程 的 通 解 
s"(t)— As'(t) + BCs(t) = 0. (52) 


方程 (52) 具有 (18) 形式 , 这 时 a = 1, b= 一 4 和 c= BC. 因此 ,d= 刀 -4ac= 
4A? 一 4BC. 车 4A? < 4BC, 则 4d <0 且 (51) 的 通 解 为 


Cin a + #4t(e1 cos(2 VIdlt) + o sin(3 VIalt)). (53) 
括号 内 的 函数 可 写成 Vf 十 3cos(#Vldlt + 0), 9 为 某 常数 (参看 习题 10). 于 
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是 , 如 ck 和 cz 不 全 为 零 ， 伴随 着 动物 限 食 和 放任 狂 吃 ， 解 将 以 变化 的 振幅 
VOG+ ces4t 在 徊 附近 振荡 . 最 终 振幅 将 大 于 去 (只 要 w(t) 保持 为 正 的 ), 并 
在 下 一 个 循环 过 程 中 s(t) 必 在 某 时 刻 , 比方 说 如 降 为 0. 于 是 , 如 动物 在 时 刻 to 
时 仍然 活着 , 则 在 to 之 后 , w'( = 一 K, 且 w(t) 稳定 地 下 降 到 零 . 如 cl 和 co 全 
为 零 , 则 s(t) = 各 , 并 由 (50a) 得 w(t) = 鲜 . 图 6 表明 尽管 s(t) 是 正 的 但 w(t) 
仍 可 能 降 为 零 . 口 
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概要 1.1 


1， 一 阶 可 分 离 常 微 ， 为 了 解 一 阶 可 分 离 常 微 f(y) 昱 = g(z)， 把 它 写成 
f(y)jady = g(z)dz 形式 , 然后 积分 : 


[rwav = /omuz+c 


2. 一 阶 线性 常 微 .标准 形 的 一 阶 线性 常 微 
y (z) +p(z)y(z) = dt(z) (S1) 


的 通 解 可 由 如 下 方法 求 得 : 
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(a) 用 积分 因子 m(z) = exp(f pz(z)dz) 乘 S1 两 边 然 后 验证 


(mz)y(z)) = m(z)glz). (S2) 


(b) 积分 (S2) 两 边 得 m(z)y(z) = | m(z)g(z)dz +C, 其 中 C 为 任意 常数 . 
(c) 则 (S1) 的 通 解 是 


y(z) = el J m(z)g(z)dr + C). 


3. 二 阶 齐 次 线性 常 微 . 为 了 确定 二 阶 齐 次 线性 常 微 的 通 解 
ay (7) + by'(z) + cy(z) = 0， (S3) 


其 中 a,b 和 e 为 实 常 数 且 a 关 0, 先 求 相应 的 辅助 方程 ar? + br +c=0 的 根 mi 
和 72. 令 ci 和 co 表示 任意 常数 , y(z) 表示 (S3) 的 通 解 . 

(i) 若 rl 和 72 为 实数 且 不 相同 , 则 y(z) = cje™? 十 c2e™?7. 

(这 若 ri = ra = 则 y(z) = clerz 二 cozerz. 

( 首 ) 若 71 =at+iB 和 72=a-i6, 则 y(z) = es?*[cl cos(Bz) + co sin(Bz)]. 


4. 线性 方程 组 。 对 给 定 的 初 值 z(0) 和 y(0), 为 了 解 线性 常 微 方程 组 
T(t) = az'(t) + by(t) (S54) 
y(t) = cz(t) + dy(t), (S5) 


其 中 a, b, c 和 d 为 实 常 数 , 初 值 为 z(0) 和 y(0), 考虑 如 下 情形 : 


情形 1， 车 b= 0, 由 (S4) 解 得 z(t) 再 把 该 解 代入 (S5). 然后 由 所 得 的 常 
微 解 出 y(t). 
情形 2.。 若 5b 冯 0, (S4) 两 边关 于 t 求 导 , 然后 利用 (S5), 得 


zs (at+d)z’ + (ad— bo)z = 


利用 初 值 x(0) 和 z'(0) = az(0) + by(0), 先 由 上 面 的 二 阶 常 微 解 得 z(t), 然后 利 
用 (S4) 置 y(t) = t(z'(t) = az(t)). 


§1.1 常 微分 方程 回顾 “17. 


练习 1.1 


1. 求 下 面 可 分 离 方程 的 通 解 : 
(a) P= zy 


人 至 =z(1 一 可 


dy 1+y? 
(d) 二 = 1 


dy 2 
(0) -Hr =0, 


(c) = 7 +r -1l, 
dr ， 

(e) 元 二 z2sint = 0， 

人 z=1+ 


(i) T(t) + 3T(t) = 0. 


2. 一 放射 性 物质 以 与 该 物质 现存 的 量 成 比例 的 衰减 率 衰减 . 若 10 年 之 后 物质 还 残留 64%， 


问 15 年 之 后 还 剩 百 分 之 几 ? 


.Torricelli 定律 表明 (在 理想 情况 下 ) 流体 以 跟 液 面 高 度 的 平方 根 成 正比 的 速度 从 容器 
底部 的 孔 流出 . 假设 一 圆柱 形容 器 最 初 灌 有 一 英尺 深 的 流体 . 若 四 分 之 三 的 流体 流出 需 
要 一 分 钟 , 那 全 部 流光 需要 多 少时 间 ?[ 意 大 利 人 Evangelista Torricelli (1608 一 1647) 继 
Galileo 之 后 任 Florentine 研究 院 数学 教授 , 他 遵循 Galileo 的 一 个 建议 发 明了 水 银 温 
度 计 .] 


. 求解 下 面 满足 给 定 条 件 的 一 阶 线性 方程 : 

(a) y (2) + 2y(z) = e=，y(0) = 1; 

(b) z(t) ~ #7z(t) = 1, z(1) = 0; 

(c) sin(z)y (z) 一 cos(z)y(z) = sin(2z), y(#) = 0; 
(d) z(t) + 22 = #2, 2(0) = 0; 

(e) 3 上 自 十 67y 一 6e- ， y(0) = 1; 

(f) 慰 = 3y+e*”, y(0) = 0; 

{g) z(t) + z(t) cost = 0, r(7) = 100; 

(h) 人 二 (1+2z+3z2)y = ez y(0) = 3; 
(i) 紧 十 元 时 6 = 0，z( 一 49.5) = 1. 


. 细菌 的 总 数 PP 以 跟 它 的 数量 成 正比 的 速度 (比方 说 b. 已 5b > 0) 增 加 , 但 又 以 持续 增加 
的 速度 (比如 c.t,c > 0) 被 - 些 霉 菌 所 杀 , 这 些 霉 菌 在 t = 0 时 开始 生长 . 在 什么 情 
况 下 霉菌 将 彻底 吞噬 细菌 ? 

提示 用 b, c, P(0) 和 来 表示 P'(t) = bP(t) -ct 的 解 . 在 什么 条 件 下 (关于 
P(0), 5b 和 c) P(t) 将 在 某 个 时 刻 t > 0 降 为 零 ? 


6. 求 下 面 二 阶 齐 次 线性 常 微 的 通 解 y(z). 


(a) y” = 0， (b) y” — 3y = 0, (c) y+3y=0, 
(d) y” +¥y =0, (e) y” —3y =0, (f) 4y” +3y +5y = 0， 
(g) 2 +5y +2y=0, (h)y” —6y+13y=0,()y -4y+4dy=0, 
{j) y+ 10y +25y=0. 
7. 求 下 面 满足 给 定 初始 条 件 的 二 阶 齐 次 线性 常 微 的 特 解 y(z). 
(a) 一 5 +6y=0;y(0)=1,y(0)=2; 
(b)y” -dy +y=0;y(0)=0,y(0)=1; 
(c) y+y=0;y(0) = a, y(0) = 6; 
(d) y” —y=0;y(0) =a, y(0) = 6; 
(e) 5y” +8y +5y=0;y(0)=0,y(0)=1; 
(f) 5y” + 8y + 5y=0;y(0)=1,vy(0)=0. 
8. (a) 证 明 如 yi(z) 和 yz(z) 是 齐 次 线性 常 微 a(z)y” 十 b(z)y 十 c(z)y = 0 的 解 , 则 得 加 
clyi(z) 十 czyaz(z) 也 是 解 . 
(b) 如 a(z), bz) 和 ce(z) 是 连续 的 且 a(z) 不 为 零 , 则 对 给 定 的 y(zo) 和 y (zo) 的 值 
(a) 中 的 常 微 具有 唯一 解 (参看 [Simmons, 第 57 节 ]) . 在 此 假设 下 , 证 明 上 述 常 微 没 
有 这 样 的 解 , 它 的 曲线 图 在 某 点 与 zx- 轴 相 切 , 除非 该 解 恒 为 零 . 
9. (a) 如 ar?+br+c = 0 只 有 一 个 根 ( 重 数 为 2) r = -之 ,证 明 f(z)e™“* 是 ay’+by'+cy = 
0 的 解 的 充 要 条 件 为 f(z) = 0. 
(b) 对 不 同 的 数 ry 和 r2 注意 到 
lim Ga Se = Ze"!”. 
Tory [| 
这 个 结果 跟 (a) 的 结果 有 怎样 的 联系 ? 
10. (a) 证 明 任意 复数 > = z 十 iy 都 能 写成 “ 极 形式 ”reie, 其 中 = |z| = V25 十 友和 8 
是 笛 卡 儿 平面 上 的 点 (z,y) 的 极 坐标 . 
(b) 对 于 实数 rz，y 和 w, 注意 到 zcos(wt) 十 ysin(wt) 是 乘积 (x 十 iy)(cos(wt) 一 
isin(wt)) = rei9e-iwt 的 实 部 . 由 此 证 明 
Tcos(wt) + ysin(wt) =rcos(wt 一 9) =rsin(wt— 0+7/2). 
11. (a) 通过 在 公式 e* = 并 ?0 奇 , z = 2 十 记 中 取 z = 0, 并 利用 cosy 和 siny 级 数 展 


开 式 , 验证 em = cosy + isiny. 
(b) 如 mi = 二 Qa+i8 和 72 二 a 一 i6, 验证 


1 1 
(ee +e™”)=e**cosBr 和 一 本 te 一 e27) 一 esin Br. 


(c) 利用 定义 基 (7(z) +ig(z)) = f(z) 十 ig'(z) 以 及 公式 


e(aTi)z 一 eazei6zr 一 esz(cos(Bz) 十 isin(Bz)) 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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证 明 着 er 一 rerz, 其 中 一 a 十 认 . 
(d) 利用 (c) 来 验证 (23)( 也 可 见 (21) 和 (22)) 定义 的 函数 y(z) 满足 微分 方程 (18). 
求 (35) 和 (36) 中 的 常数 cl 和 cz 使 得 z(0) = zo 和 z'(0) = 0. 
假设 在 例 7 中 (LRC 关 0) 电动 势 源 是 可 变 的 , 比方 说 V(t) = sin(wt). 对 大 的 t,w 取 
何 值 时 i(t) 的 振幅 最 大 ? 

提示 当 V(t) 可 变 时 ,(39) 的 右边 用 V(t) 代替 . 证 明 相 应 的 齐 次 方程 的 任意 解 
当 一 ce 时 都 趋 于 0( 这 样 的 解 称 为 易 逝 的 )， 应 用 例 8 求 出 一 个 非 易 逝 的 特 解 , 这 时 
f(t) = V(t) = wcos(wt), 并 注意 4 为 w. 

注 记 如 有 复 常 数 Vo 和 Jo, V(t) = We 和 了 = IJoe**!', 则 复数 J0/Vo 称 为 
流 导 且 常 记 作 Y(w), 因 它 依赖 于 w, 而 Z(w) = [Y(w)]}-: 称 为 电阻 抗 . 这 个 问题 是 确 
定 “ 低 电阻 抗 共振 ”wo 使 得 |2(w)| 为 最 小 . 口 
对 方程 组 (46), 已 证 z(t) 必 满 足 2” 一 (a 十 d)z' 二 (ad 一 bc)z = 0. 证 明 y(t) 也 必 满 足 
y 一 (ae+dy +(ad— bc)y=0. 


解 下 面 满足 给 定 初 值 的 方程 组 
T(t) = z(t) + y(t), 7(0)=1, 
y(t) = —z(t) + y(t), vy(0) = 0. 


在 xy- 平面 上 画 出 解 曲线 (z(t),y(t)) 当 t 变化 时 的 草图 . 
考虑 方程 组 (46). 如 (a 一 d)? + 4bc 去 0, 则 证 明 方程 组 任意 复 解 (z(t),y(t)) 必 具 形式 


z(t) cie™!t 十 caer2t 和 y(t) 一 die™!t + daoer2t， 


其 中 c1, cz, di 和 d2 为 复 常 数 , r 和 ra 为 7r? 一 (a 十 d)r 十 (ad 一 bc) =0 的 根 (可 能 
不 是 实数 ) . 如 (a 一 d)? 十 4bc = 0 将 会 怎样 ? 
提示 参见 问题 14. 

求解 满足 下 面 给 定 初 值 的 方程 组 

(a) 7'(t)} = 32(t) — 4y(t), z(0) = 1; 
y(t)=zt)— yt), vy(0)=1. 

(b) z(t) = z(t) — 4y(t), 2z(0)=1; 
y(t)=7t)+yt), 3(0) = 1 

(c) z(t) = z(t) +2y(t), xz(0) = 0; 
y(t) = 37(t) + 4y(t), vy(0)=1. 

对 任意 复数 z, 定义 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 为 


En 3(e* -ee-*) 和 coshz = ie 十 ea). 


“20 . 


19. 


20. 
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(a) 验证 cosh2 z 一 sinh?z 二 1. 

(b) 对 实 变 数 z, 证 明 芋 sinhz = coshz 和 对 coshz = sinhz. 

{c) 对 实 变数 y, 验证 sinh(iy) = isiny 和 cosh(iy) = cosy. 

(d) 通过 允许 (c) 中 的 y 为 复数 , 对 任意 复数 z 由 此 定义 sinz 和 cos z. 验证 sin2 z 十 


cos2z 一 1. 


有 关 例 10, 在 下 面 各 部 分 中 假设 A? > 4BC. 

(a) 如 动物 先 没 饿 死 , 证 明 除非 动物 维持 不 变 体重 做 ,动物 的 体重 最 终 将 以 指数 增长 . 
(b) 赁 直觉 解 释 为 什么 选择 正 的 初始 值 w(0) 和 s(0) 以 至 动物 饿 死 基 可 能 的 . 

(c) 给 出 具体 例子 来 证 明 (b) 的 断言 . 

通过 完成 下 列 步 骤 , 证 明 二 阶 齐 次 线性 方程 ay” + by' 十 cy = 0 [其 中 a, 5b 和 c 为 常数 
(a 关 0); 可 参见 步骤 (f) 后 的 最 后 的 注 记 ] 的 通 解 具有 ciyi (zx) 十 czyz(z) 形式 , 其 中 
yi(Z) 和 yz(z) 是 任意 两 个 线性 无 关 的 解 ( 即 , 任 一 个 函数 都 不 是 另 一 个 函数 乘 上 一 个 
常数 ) . 这 里 假设 所 考虑 的 函数 处 处 具 连 续 的 二 阶 导 数 . 

{a) 证 明 两 函数 f(z) 和 g(z)(f(z)/g(z) 或 g(z)/f(z) 是 可 微 的 ) 在 某 个 开 区 间 7 上线 
性 相关 的 充 要 条 件 为 它们 的 Wronski 函数 W[f,g](z), 定义 为 Flz)g'(z) — f'(z)g(z)， 
对 所 有 的 zx €E 7 为 零 . [Jozef M. Hoene-Wronski(1778 一 1853) 生 于 波兰 , 是 利 已 主义 
数学 家 和 玄学 人 士 . Wronski 后 来 成 为 法 国 公民 . 他 以 如 下 行列 式 而 著名 


fg 
f'g 
他 在 他 的 数学 “最 高 法 则 ”中 用 了 这 个 行列 式 . 

(b) 证 明 如 y(z) 和 z(z) 是 ay” 十 by' + cy = 0 任意 解 , 则 Wily,z](z) 是 aW (z) 十 
bW (Zz) = 0 的 解 . 于 是 存在 依赖 于 y 和 z 的 常数 C, 有 Wl[y,z](z) = Cexp( 一 bz/a).( 这 
称 为 Abel 公 式 .) 

(c) 由 (b) 断言 若 W[y, zj(x) = 0 在 某 点 成 立 , 则 对 所 有 的 zx 有 W iy,zj(z) = 0. 

(d) 在 (b) 和 (c) 中 , 令 z(z) = di(z)+dzya(z),d 和 dz 为 常数 . 由 问题 8(a) 注意 
到 z(z) 是 ay” 十 by’ 十 cy = 二 0 的 解 . 证 明 


= fg —/f'g= WIlf,g), 


Wly, diy 十 d2y2](z) 一 diW ly, yi](z) 二 dz2W {y, y2](7). 
解释 为 什么 必 存 在 常数 di 和 d2( 不 全 为 零 ), 使 得 对 某 个 zx 
diW ly, yi1](z2) + daW [y, y2](7) = 0. 


(e) 由 (c) 和 (d) 推断 存在 常数 dl 和 d2( 不 全 为 零 ) 使 得 对 所 有 的 z, Wy, diyn 十 
dzyz](z) = 0. 
(f) 从 (a) 和 (e) 推断 在 任意 y(z) 不 为 0 的 区 间 上 , 存在 常数 c', cl 和 cz , 使 得 


y(z) = c[diyi(z) = dyaz(z)] = ci (7) + cay2 (7). 


81.2 偏 微 概述 21- 


(我 们 略 去 了 如 下 事实 的 证 明 : 如 y(z) = ciya(z) + caya(z) 在 一 个 区 间 上 成 立 , 则 处 处 
成 立 .) 
注 记 ” 当 a,b 和 ce 用 连续 函数 a(z), b(z) 和 c(z) 来 替换 时 , 若 假 设 a(z) 不 为 零 ， 
相同 的 证 明 仍 可 行 . 则 
b(z) 


Wily, z](72) = C exp(— Sl 


81.2 偏 微 概述 


令 wzyz…) 为 多 个 自由 实 变量 x,y,z,… 的 函数 .( 在 下 面 的 注 记 中 , 我 
们 考虑 (z,y,z,…) 限于 在 某 个 区 域 的 情形 .) 回忆 一 下 w 关于 变量 zx 的 偏 导 数 
锅 , 就 是 把 其 余 变量 看 作 常 数 ，v 关于 z 的 通常 的 导数 . 使 用 下 面 便利 的 记号 : 
二 


Ou Ou O2u 
Uzz = Bra’ Uys = Bz Wxy = Bo 
一 个 偏 导数 的 阶 就 与 下 标的 数量 相同 . 函数 u 称 为 在 点 p = (zo,yo, 20,… ) 连 续 
的 ， 若 通过 人 允许 变量 WY os 分 别 只 在 TO0, Yo, Zo0,*** 的 充分 小 的 开 区 间 内 ( 同 
时 地 ) 变化 , 可 使 函数 值 任意 地 接近 wu(p). 如 函数 v 在 所 有 的 点 p 连续 , 则 称 该 
函数 为 连续 的 . 


对 非 负 整数 k, 函数 v 称 为 是 C* 函数 , 若 uv 的 每 个 大 阶 偏 导 数 存 在 且 连 续 . 


一 个 函数 称 为 是 一 个 C? 函数 当 且 仅 当 它 是 连续 的 . 记号 “ e Cr” 表示 wv 是 
由 C* 函数 组 成 的 集合 中 的 元 素 . 对 k > 0, 一 个 平常 的 事实 是 we C* 隐 含 
uE Cr 对 0? 函数 网 回忆 起 wzy = uyz. 更 一 般 地 , 一 个 C* 函数 的 阶 或 
少 于 上 阶 的 偏 导 数 的 次 序 是 无 关 紧要 的 . 

注 记 上 述 我 们 假设 函数 v 对 自 变 量 所 有 的 值 有 定义 . 函数 可 能 只 定义 在 
(z,y,z,…) 的 某 个 区 域 上 . 遇 到 的 区 域 将 是 相当 简单 的 (比如 , 矩形 、 带 形 、 圆 
盘 ) . 如 这 样 的 区 域 包括 它 边界 上 的 某 点 p, 则 严格 来 说 w 在 p 的 偏 导数 是 没有 
定义 的 , 除非 想 论 及 单 边 导数 . 当 区 域 D 包含 有 边界 点 时 , 称 函 数 v 在 D 上 是 
C* 的 , 如 存在 定义 在 一 更 大 的 不 包含 自身 边界 点 的 区 域 ( 即 , 开 区 域 ) 上 的 C* 
函数 v 使 得 在 D 中 所 有 的 点 有 w = vw. 
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定义 1 k(> 0) 阶 偏 微分 方程 ( 偏 微 ) 是 一 个 含有 未 知 函数 v 的 方程 , 且 
是 方程 中 出 现 的 的 偏 导 数 的 最 高 阶 数 . 


定义 2 ”对 事先 指定 的 区 域 D, 一 个 k 阶 偏 微 的 解 是 定义 在 D 上 的 C* 也 
数 , 使 得 对 D 中 所 有 的 内 点 满足 该 偏 微 . 如 事先 未 指定 区 域 , 则 一 个 阶 偏 


微 的 解 是 一 个 至 少 定义 在 一 非 空 开 区 域 上 的 C* 函数 , 且 在 该 非 空 开 区 域 上 
满足 该 偏 微 . 


在 应 用 中 有 许多 “多 变量 函数 ". 在 时 刻 t 及 点 (7z,y,z), u(z,y,z,t) 可 以 是 下 
面 诸 量 中 的 任 一 个 : 温度 、 静 电位 能 、 万 有 引力 位 能 、 压 力 、 质 量 密度 、 能 量 密 
度 、 某 种 化 学 物 的 浓度 等 . 科学 法 则 常 由 有 关 这 些 函 数 作为 未 知 果 数 的 偏 微 来 
描述 . 对 给 定 的 有 关 在 t = 0 时 的 信息 ( 即 ,初始 条 件 , 简 记 为 I.C.), 常 面临 
确定 在 任何 时 刻 二 函数 u(x,y,z,t) 的 问题 . 这 类 问题 称 为 初 值 问题 . 在 稳 态 问 题 
中 , 函数 跟 t 无 关 . 在 这 种 情形 , 通常 对 某 确定 的 空间 区 域 D 求解 一 偏 微 的 
解 u(z,y,z) 感 兴趣 , 其 中 关于 在 D 的 边界 上 的 行为 的 信息 给 定 ( 即 , 边界 条 
件 , 简 记 为 B.C. 给 定 ). 这 类 问题 称 为 边 值 问题 . 更 一 般 地 , 常会 寻求 某 个 偏 微 
对 D 中 点 (z,yz) 在 任意 时 刻 t > 0 的 解 u(z,y,z,t), 且 满 足 上 = 0 的 初始 条 件 ， 
在 任意 t > 0 处 还 满足 指定 的 边 值 条 件 . 这 样 的 问题 往往 称 作 初 边 值 问题 . 选择 
初始 条 件 和 边界 条 件 使 得 偏 微 满足 这 些 条 件 有 唯一 解 是 重要 的 . 不然, 就 不 能 
达到 预测 由 w 代表 的 相应 的 物理 量 的 主要 目的 . 数学 家 往往 对 初 边 值 问题 精确 
解 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 解 的 定性 行为 更 感 兴趣 , 而 那些 应 用 这 些 理论 的 人 实 
际 上 关心 的 是 求 满足 偏 微 和 初 边 值 条 件 的 函数 , 至 少 在 实验 误差 之 内 . 本 书 努 力 
采取 一 种 中 间 立 场 , 相信 每 个 阵营 的 人 都 能 从 对 方 的 考虑 中 受益 . 在 继续 一 般 的 
讨论 之 前 , 先 给 出 几 个 具体 的 例子 . 例 1 虽 长 , 但 它 值得 好 好 理解 . 

例 1 ( 球 对 称 万 有 引力 位 势 ) 在 Newton( 先 于 Einstein) 万 有 引力 理论 中 ， 
在 固定 时 间 , 万 有 引力 加 速度 向 量 场 (单位 质量 的 力 ) 为 -Vu, 其 中 Vu = wzi 十 
uyj 十 uzk 是 函数 u(z,y,z) 的 梯度 , 称 为 万 有 引力 位 势 . 函数 v 服从 二 阶 偏 微 


Uzz 十 Uyy + Uzz = 4rGp, (1) 


其 中 p = p(x,y,z) 为 物体 在 (z,y, z) 处 的 密度 (单位 体积 的 质量 ), G 是 万 有 引力 
常数 , G = 6.668 x 10-lim3s-2kg!. w 也 可 有 其 他 的 解释 , 比如 , (i) 视 为 在 一 个 
内 部 有 与 p 成 正比 的 热源 密度 的 实体 内 稳 态 的 温度 分 布 , 或 (i 看 作 静 电位 势 ， 
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它 的 负 梯 度 是 由 密度 跟 p 成 正比 的 电荷 产生 的 电场 . 无 论 哪 种 情形 , 方程 (1) 都 
称 为 Poisson 方程 . 在 p = 0 的 特殊 情形 , (1) 称 为 Laplace 方 程 更 恰当 . 假设 寻 
求 Laplace 方程 一 个 球 对 称 的 解 w(z,y,z), 即 wz,y,z) 只 依赖 于 到 原点 的 距离 
r = 二 Vz2 十 好 十 好 . 换 名 话说, 对 某 个 单 变量 > > 0 的 函数 f, w(z,y,z) = f(7). 
由 链 规则 , 得 


_dador _ 9 FT -1 1 
wz 一方 殉 = f'(r)rz, 其 中 = 7T2 十 2 十 之 en 27 = Zr ， 


则 


Uzz 一 Pr)(rz) 十 Fr)rzz 


= (所 + f(r)(r +z(—r 27z)) 
2 2 
= 放 (n) 误 十 fn)(r-!1 一 各 ). 
类 似 地 可 得 到 ww 和 ws 的 表示 式 . 将 这 些 结果 相 加 , 得 


2 Ey 十 22 i 


Uzz 十 Uyy 十 Uzz 二 f"(r ) 十 jF(r)(3r- 


=f"(r)+ i (7) =0. (2) 


记 g(7) = 1"(7), 方程 机 成 为 可 分 离 常 微 g'(r) + 2r-1g(r) = 0, 它 的 解 为 g(7) = 
Cr-2. 因此 , f(r) = -Cr-1 + 天 , 其 中 C 和 天 为 任意 常数 . 于 是 Laplace 方程 
ew A 
C C 
“= (3) 


如 C 关 0, 则 这 个 解 在 (0,0,0) 无 定义 . 因此 , 唯一 处 处 有 定义 的 球 对 称 的 解 是 常 
值 解 v = K, 它们 产生 零 万 有 引力 (或 电力 ) 场 (-VK = 0). 当然 , 当 密 度 p 处 
处 为 0 时 , 不 能 指望 会 发 现任 何 引力 (或 静电 场 ). 当 C 关 0 时 , 得 到 定义 在 不 包 
含 (0,0,0) 的 任意 区 域 D 上 的 解 . 在 万 有 引力 领域 里 , 取 DD 为 某 个 外 部 孤立 的 
行星 ,> > ro. 假设 万 有 引力 加 速度 的 大 小 |Vu| = f(r) = Cr-? 等 于 行星 表面 的 
9 (例如 , 对 地 球 g = 9.8m/sec? = 32ft/sec?). 则 有 边界 条 件 Cr3 = 9 或 C = gr2. 
于 是 ， 

u=—grir !+K 和 — Vu= -g(ro/r)?er, 7 > 7o, (4) 
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其 中 e 是 由 (0,0,0) 指向 外 部 的 单位 向 量 场 . 当 > < ro 时 , 这 些 公式 不 可 用 , 因 
为 在 行星 内 部 p > 0. (在 这 种 情形 需要 对 > < ro 求解 Poisson 方程 (1).) 因 在 
(4) 中 | 外 vYzul 跟 -2 成 正比 , 所 以 从 Laplace 方程 推 得 了 万 有 引力 平方 反比 律 . 口 

注 记 1( 逃 逸 速度 ) 位 势 差 weo) -u(ro) = gro 是 将 一 物体 (单位 质量 ) 从 
行星 表面 移动 到 空间 任意 远 所 需 的 能 量 . 因此 , 不 计 空 气 阻力 , 单位 质量 的 动能 ， 
即 3v? (v = 速度 ), 作为 发 射 物 完全 脱离 行星 所 需 的 动能 为 gro. 换 句 话说 , 逃逸 
速度 的 大 小 为 V2970. 对 地 球 而 言 这 个 速度 大 约 为 11.2km /sec ~ 7miles/scc. 口 

注 记 2(n 维 球 对称 解 ) 在 n 维 空间 , Laplace 方程 (wz,z, 十 … 十 Wz,,z,, = 0) 
球 对 称 解 可 用 与 例 1 相同 的 方法 求 得 (参看 习题 6), 其 解 具有 形式 


—Cr2-"*+K, n>2, (5a) 


， (5) 
Clnr+kK, n=2», (5b) 


u(Z1 Zn) = f(7) = | 

其 中 = V(z1)? 十 … 十 (zn)2. 不 管 什么 维 数 , Laplace 方程 的 解 都 称 为 调和 函 
数 . 维 数 为 n 的 公式 (5a) 和 (5b) 表明 , 相应 于 一 个 球 对 称 调和 位 势 , (单位 质 
量 ) 力 -Vu 的 大 小 跟 r1-" 成 正比 . 在 习题 19 中 , 证 明 当 n > 4 时 , 服从 这 种 
力 的 行星 除了 完整 的 圆 外 不 可 能 有 其 他 的 闭 轨 , 并 且 这 种 圆 闭 轨 的 可 能 性 很 不 
稳定 .( 当 然 , 当 = 3 时 可 能 会 有 多 种 椭圆 闭 轨 .) 因此 , 对 我 们 居住 的 空间 不 会 
超过 3 维 或 许 不 会 感到 惊讶 . 口 
注 记 3 (Laplace 方程 的 其 他 解 ) 应 该 指出 ,对 n > 1 , Laplace 方程 实际 

上 有 无 穷 多 独立 的 解 (不 是 仅 依赖 于 7). 例如 , 考虑 w = zy, 7? 一 vy?,2zy,z3 一 
3zy?,e? siny,…. 第 六 章 主 要 研究 维 数 为 2 的 Laplace 方程 :uzz + uyy = 0. 在 
那里 , 将 考虑 确定 平面 区 域 D 上 Laplace 方程 的 解 v 的 边 值 问题 (以 及 其 他 问 
题 ), 其 中 在 D 的 边界 上 的 值 给 定 . 这 种 问题 已 经 应 用 到 跟 空间 变量 z 无 关 的 
稳定 流体 流 , 静电 学 和 稳 态 热 理论 . Laplace 方程 在 那么 多 内 容 中 出 现 的 原因 之 
一 是 它 是 齐 次 线性 (参看 下 面 的 定义 3) 偏 微 中 唯一 只 涉及 0 一 4 阶 偏 导 数 , 并 
且 在 坐标 平移 和 旋转 下 形式 不 变 的 方程 . 口 
例 2 ( 热 问题 ) 假设 以 (z,y,z,t) 是 一 无 热源 的 齐 次 热传导 实体 在 时 刻 t 点 
(z,y,z) 处 的 温度 . 在 自然 假设 下 , 可 以 证 明 v 满足 下 面 称 为 热 方程 的 二 阶 偏 微 : 


Ut 一 k(uzz 十 Uyy 十 Uzz), (6) 


其 中 > 0 是 度量 实体 内 物质 热传导 性 能 的 常数 . 注意 到 在 稳 态 温度 分 布 情形 ， 
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u 不 依赖 于 t, (6) 左边 的 wt 消失 , 因此 稳 态 温度 分 布 w(z,y >) 满足 Laplace 方 
程 . 在 第 三 章 将 推导 和 研究 更 简单 的 一 维 情形 的 热 方程 , 其 中 % 依赖 于 zx 和 上 二 
将 考虑 的 初 边 值 问题 的 一 个 例子 为 © 


D.E. w= kurz, Ox<zr<1,t>0; 
B.C. w(0,t) =0,， wl(]1,t) = 0; 


LC. wu(z,0) = f(z). 


这 里 u(z,t) 是 一 延展 在 x = 0 和 z= 1 之 间 的 实体 杆 在 距离 z 处 截面 的 (均匀 ) 
温度 . 假设 除了 在 杆 的 两 端 截面 , 这 根 杆 被 热 绝缘 所 覆盖 . B.C.，w(0,t) = 0 和 
u(1,t) = 0 表明 杆 的 两 端 温度 保持 在 0 度 (比如 , 杆 放 在 冰 水 里 ). LC. w(x,0) = 
f(z) 表明 在 上 = 0, 杆 具 有 给 定 的 温度 分 布 f(z). 例如 , 假设 f(z) = sin rz. 容 
易 验 证 

nk 


u(x,t) = e " “tsinnz (8) 


不 仅 满足 边界 条 件 , 还 满足 偏 微 (7) 和 初始 条 件 w(x,0) = sin(rz). 预测 杆 的 温 
度 将 趋 于 它 冰 冷 的 环境 温度 (零度 ). 确实 , (8) 中 的 因子 e-"*t 表明 , 当 上 一 oo， 
杆 的 温度 趋 于 0, 而 且 热 传导 系数 越 大 杆 的 温度 趋向 0 就 越 迅 速 . 更 一 般 地 ， 
对 任意 的 正 整数 n, 取 f(z) = sin(nxz), 得 解 u(x,t) = exp[ 一 n27?2kt] sin(nnz). 
注意 到 当 上 一 co 解 趋 于 0 的 速率 随 着 n 的 变 大 而 增加 . 按 自然 法 则 情况 就 是 
这 样 , 因为 从 热 区 域 到 冷 区 域 的 热 传 输 的 速率 会 因 这 些 区 域 被 更 小 的 距离 分 开 
而 变 得 更 大 , 这 时 n 就 变 大 . 相应 于 热 方程 , 还 有 很 多 其 他 的 边界 和 初始 条 件 ， 
这 些 将 在 第 三 章 来 探讨 和 解答 . 口 
例 3 ( 波 问题 ) 如 果 w(z,y,z,t) 是 在 时 刻 t 点 (z,y,z) 处 的 大 气压 的 偏差 
(偏离 它 的 正常 值 ), 则 (在 一 个 合适 的 近似 内 ) ww 满足 波 方程 


Utt 一 a? (uzz + Uyy + Uzz), (9) 


其 中 a 为 声速 . 假设 高 度 在 海平 面 附 近 , 这 样 a 可 取 作 常 数 1087 ft/sec， 作 
为 (9) 的 男 一 种 解释 , 真空 中 可 能 与 时 间 有 关 的 电磁 场 的 数量 位 势 (也 可 是 向 


外 (7) 中 的 D.E., B.C. 和 工 C. 分 别 是 微分 方程 , 边界 条 件 和 初始 条 件 的 简 记 . 在 第 3.1 节 的 
(8) 式 后 面 有 它们 较 详 细 的 说 明 .一 一 译 者 


. 26 . 第 一 章 回顾 与 引言 


量 位 势 的 分 量 ) 也 满足 波 方程 ,这 时 a 是 真空 中 的 光速 (= 186 000mi/sec = 
2.998 x 108my/sec)， 注意 当 w 跟 时 间 无 关 时 (例如 , 当 % 是 静电 位 势 时 )， 因 
ut 二 0, 故 (9) 成 为 Laplace 方程 . 回 到 v 度量 大 气压 偏差 的 情形 , 假设 想 在 一 
个 封闭 的 盒子 里 发 现 可 能 的 声音 (气压 的 变 差 )， 在 盒子 的 内 部 走 近 盒 壁 时 , 会 
发 现 气压 沿 着 盒 壁 法 线 ( 跟 盒 壁 垂 直 ) 方向 的 导数 趋 于 0. 这 是 因为 风 是 沿 着 负 
气压 梯度 ,一 Vu = wzi+ wyj 二 zk, 方向 吹 的 . 因 在 盒 壁 没有 风速 的 法 向 分 量 , 因 
此 气压 梯度 就 没有 法 向 分 量 . 于 是 , 对 盒子 0<z<A4,0<y<B,0<zg0, 
有 下 面 的 B.C.: 


uz(0,Y,2)=0, uy(z,0,2)=0, vz(z,y,0) = (10) 
uz(A,Yy,z) =0, u(x,B,z)=0, wuz(z,yC) = 


， 。 有 大 量 的 解 族 满足 (10) 中 的 B.C.. 对 任意 三 元 整数 组 (m,n,p), 令 v(m,n, 
= 3aV( 至 )? 十 ( 台 )? 十 (名 >. 则 


u(x,Yy,2,t) = sin(2rv(m, n, p)t) cos 下 COS 有 cs (11) 


满足 偏 微 (9) 和 边界 条 件 (10) (参看 习题 9)， 再 者 , 若 (11) 中 的 主因 子 用 
cos(2xv(m, mn,p)t) 来 替换 , 则 又 得 一 解 . 注意 ,在 盒子 内 的 点 , 气压 (11) 在 单 
位 时 间 内 以 _ v(m,n,p) 为 周期 振荡 ， 因 此 ,v(m,n,p) 称 为 解 (11) 的 频率 . 若 
A < Bg COC, 则 尽 可 能 低 的 非 零 频率 ( 称 为 基本 音 ) 为 v(0,0,1) = 3a/C. 取 盒子 
为 封闭 的 高 度 为 7ft( 以 及 较 小 尺寸 底座 ) 的 淋浴 间 , 得 ja/C = 1087/14 78 周 
期 每 秒 (或 78Hertz), 这 是 相当 低音 的 音调 . 口 


注 记 在 第 五 章 , 集中 考虑 服从 一 维 波 方程 


Utt 一 aQ2uzz {12) 


的 函数 u(z,t). 在 一 固定 的 时 间 t, u(z,t) 可 看 作 振 动 的 弦 在 位 置 z 处 的 横向 位 
移 , 该 弦 在 静止 时 伸展 在 z- 轴 上 . 其 中 a? 是 T/D, 7 是 静止 时 的 张力 而 D 是 
弦 的 单位 长 度 的 质量 . 在 第 五 章 , 应 用 Newton 第 二 定律 给 出 了 (12) 的 推导 , 并 
解答 了 许多 振动 的 弦 的 初 边 值 问题 . 跟 热 方程 比较 , 为 了 确定 (12) 解 的 唯一 性 ， 
不 仅 需要 知道 孩 的 初始 位 移 w(z,0), 还 要 知道 初始 变化 速度 w(x,0). 有 关 弦 的 
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初 边 值 问题 一 个 简单 例子 是 


D.E. Utt 三 Q2trr， 0 < I < I t 之 0; 
B.C. w(0,t) = 0,， wt{1,t) = 0; 


LC. wu(z,0)= f(z), u(x,0) = g(x). 


(13) 的 B.C. 表明 弦 的 两 端 是 被 固定 在 z- 轴 的 0 和 1 上 .， 赁 直觉 ,如果 初始 
横向 位 移 f(z) 和 初始 横向 速度 g(z) 给 定 , 则 弦 的 运动 可 唯一 确定 .例如 , 若 
f(z) = sin(rz) 以 及 g(z) = sin(3rz), 则 由 第 三 章 的 理论 得 解 为 


ul(z,t) = cos(xat) sin(xz) 十 元 sin(37rat) sin(377). DO (14) 


线性 偏 微 , 分 类 和 难 加 原理 


上 述 例 子 的 偏 微 都 是 线性 的 . 偏 微 的 线性 概念 跟 常 微 的 线性 概念 非常 类 似 . 
回顾 一 下 一 般 的 n 阶 线性 常 微 是 能 以 如 下 形式 表示 的 常 微 


an(T)Y™ + a2(T)Y + a(z)y + ao(z)y = f(7), (15) 


其 中 ao(z), a1(7z),… ,an(z) 和 f(z) 是 给 定 的 独立 变量 z 的 函数 (可 能 是 常 
数 )， 特 别 , 牵涉 到 yy? 或 y 的 高 次 上 (或 是 y 和 它 的 导数 更 复杂 的 函数 ) 的 
项 , 它们 又 是 不 能 消除 的 ， 就 将 使 方程 成 为 非 线性 的 ， 例 如 , 方程 y 十 = 
0, (y”)-1 一 zlogy =z 和 yy = 1 都 是 非 线性 的 . 称 (15) 的 左边 为 y, 多， … 
具有 系数 ao(z)，ali(z)，az(z),…… 的 线性 组 合 , 这 些 系 数 是 给 定 的 独立 变量 z 的 
函数 . 


定义 3 一 偏 微 称 为 是 n 阶 线性 偏 微 , 如 果 它 能 写成 如 下 形式 : 方程 的 左边 
是 未 知 函 数 w 和 它 (直到 n 阶 ) 的 偏 导数 的 线性 组 合 , 线性 组 合 的 系数 是 给 


定 的 独立 变量 的 函数 . 方程 的 右边 必 为 某 个 给 定 的 独立 变量 的 函数 f. 若 f 
恒 等 于 零 , 则 此 线性 偏 微 称 为 齐 次 偏 微 . 


例 4 未 知 函 数 u(z,t) 一 般 的 二 阶 线 性 偏 微 是 


gf(z;t)uzz + T(z,t)uzt + S(T, t)us + a(T,t)uzr + b(z,t)u + ce(z,t)u = f(x,t), (16) 


:28 第 一 章 回顾 与 引言 


其 中 g, r，s, a, b, c 和 都 是 给 定 的 x 和 + 的 函数 (可 能 为 常数 ), 并 且 g, > 和 
s 不 全 为 零 . 如 了 三 0, 则 (16) 是 一 般 的 二 阶 齐 次 线性 偏 微 . 口 

例 5 一 维 热 方程 w = ku 能 写成 (16) 形式 , 其 中 g = 一 k 和 4&5=1, 其 他 
的 系数 和 f 都 为 零 . 于 是 , 该 热 方 程 是 一 齐 次 线性 偏 微 . 当 有 热源 或 散热 装置 存 
在 的 情形 , 它们 在 非 齐 次 热 方程 中 常 以 项 cu 和 h(x,t) 来 表示 


—kuzz t+ ut+ cu = h(z,t), k>0, (17) 


这 又 是 (16) 的 特殊 情形 . (17) 称 为 广义 的 热 方 程 . 口 
例 6 作为 (16) 的 又 一 个 例子 , 由 一 振动 的 弦 , 其 上 作用 一 与 -cu(z,t) 十 
F(z,t) 成 比例 的 横向 力 密度 , 可 得 一 维 非 齐 次 Klein-Gordon 方 程 


一 a2uzz + ut +cu= F(x,t), a>0. (18) 


娟 三 0 和 c= 0, (18) 就 化 为 ( 齐 次) 波 方程 -azuzz+aut =0 即 (12). 称 (18) 
为 广义 的 波 方 程 . 口 

例 7 通常 不 会 在 Poisson 方程 里 用 t 作为 独立 变量 (参看 (1)), 因为 + 通 
常 意味 时 间 , 而 且 Poisson 方程 是 用 在 稳 态 的 情况 下 . 然而 , 如 破 常 规 地 用 t, 得 
二 维 的 Poisson 方程 uzz+aut = g(x,t). 更 一 般 地 (但 仍 是 (16) 的 特殊 情形 ), 得 
方程 


a2uzz + ust 十 cu = g(7z,t), a>0. (19) 


若 用 y 来 替代 t( 这 样 就 不 会 有 将 t 误 为 时 间 的 混乱 ), 则 称 方程 (19) 为 二 维 的 
非 齐 次 Helmholtz 方程 . 此 外 , 它 被 用 来 分 析 鼓 面 的 振动 模式 . 粗略 说 来 , 如 鼓 
的 一 个 方向 的 张力 大 于 另 一 个 方向 的 张力 , 常数 a 就 不 等 于 1. (19) 称 为 广义 的 
Poisson/Laplace 方 程 . 口 

看 起 来 如 果 只 集中 研究 “具体 ”方程 (17),(18) 和 (19) 的 话 , 则 似乎 将 无 法 
对 更 一 般 的 方程 (16) 的 研究 作出 很 多 进展 . 然而 , 当 (16) 中 的 系数 都 为 常数 的 
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情形 有 如 下 的 结果 , 证 明 在 附录 1 中 给 出 . 
分 类 定理 ”考虑 二 阶 线性 偏 微 


aUee 十 bDUer 十 cUrr 十 dUe +eUr + kU = F(é, T)， (20) 


(2 十 如 十 性 关 0), 其 中 未 知 孙 数 UV = TVltr) 是 C2 的 , ab cde 和 大 是 给 
定 的 实 常数 , 且 F(&,7) 是 给 定 的 连续 函数 . 则 存在 如 下 形式 的 变量 替换 


T=at+pBr,t= -BE +ar 


ey exp(n + 67)U(E, 7), (21) 


其 中 a, B, 7, 6 和 p( p 关 0) 是 常数 且 a? + 62 = 1, 使 得 (20) 正好 被 转化 成 下 
列 形式 之 一 : 

1. 广义 波 方程 (18) 形式 , 若 妇 - 4ac > 0, 此 时 称 (20) 为 双 曲 的 ; 

2. 广义 Poisson/Laplace 方 程 (19) 形式 , 若 如 一 4ac < 0, 此 时 称 (20) 为 
椭圆 的 ; 

3. 广义 热 方程 (17) 形式 , 车 吕 一 4ac = 0, 且 2cd 关 be 或 2ae 关 bd, 此 时 
称 (20) 为 抛物 的 ; 

4. 方程 uzz 十 cu = g(z,t), 车 避 一 4ac=0, 2cd = be 以 及 2ae = bd, 此 
时 称 (20) 为 退化 的 . 


换言之 , 除了 退化 情形 , 常 系数 方程 (20) 只 是 广义 波 方程 , 广义 Poisson/ 
Laplace 方程 或 广义 热 方程 的 演变 形式 , 这 分 别 取决 于 (20) @ 是 双 曲 的 , 椭圆 的 
还 是 抛物 的 . 虽然 知道 分 类 定理 是 有 益 的 , 但 或 许 没 有 必要 把 它 视 作 在 施行 所 
要 求 的 变量 替换 中 的 法 宝 , 因为 当 偏 微 是 在 自然 坐标 下 由 具体 考虑 推导 出 来 的 
话 , 它们 几乎 总 是 已 经 以 简单 的 标准 形式 出 现 . 如 果 变 量 替换 确实 需要 , 那 它 的 
方法 能 从 附录 1 中 分 类 定理 的 证 明 中 获取 . 或 许 , 揭示 出 来 最 有 意义 的 事实 是 : 

(i) 当 用 适当 的 变量 重新 写 出 来 时 , (20) 的 每 个 形式 都 有 它 的 具体 解释 . 

(i 在 对 (20) 的 一 般 研究 中 , 把 注意 力 集中 在 (17), (18) , (19) 和 第 1.3 节 
提 到 的 退化 情形 将 不 失 一 般 性 . 


中 原文 误 为 (16). 一 一 译 者 
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全 加 原理 


有 关 线 性 方程 一 个 很 重要 的 事实 是 现在 要 来 叙述 的 登 加 原理 . 据 定 义 , 一 
个 线性 偏 微 能 写成 Llu] = f 形式 , 其 中 Llu] 表示 wu 和 它 的 一 些 偏 导 数 的 线性 
组 合 , 系数 是 给 定 的 独立 变量 的 函数 . 因为 Llu] 具有 这 种 形式 , 若 用 wi + wu2 来 
代替 久 , 结果 , 即 Llui + u2], 将 等 于 Llui] + Llu2l. 其 中 的 根本 依据 是 这 样 的 事 
实 : 两 个 函数 之 和 的 偏 导数 空 于 它们 的 偏 导数 之 和 . 更 一 般 地 , 对 任意 常数 cl 
和 cz， 
工 [clual + c2u2] = cl 工 [wa] + coLlu2]. (22) 


作为 (22) 的 一 个 直接 推论 , 有 
侄 加 原理 (或 性 质 ) 令 wa 是 线性 偏 微 Llu] = 户 的 解 , uz 是 线性 偏 微 L[u] = 


fo 的 解 . 则 对 任意 常数 ck 和 c2， ciui + cousz 是 Llu] = cifi + czfo 的 解 . 换 
言 之 ， 


工 [clul + coeu2] = c1fi 十 cz 户 . (23) 


特别 , 当 有 = 0 和 fo = 0 时 , (23) 隐 含 了 若 ul 和 ws 都 是 齐 次 线性 偏 微 
Llu] = 0 的 解 , 则 cjw1 + couz 也 是 工 w = 0 的 解 . 


证 明 由 (22), 得 Lleiwi + czuz] = clizlui] + coLluz] = cifi + cof2. 口 

例 8 注意 到 wi(z,y) = z3 是 线性 偏 微 zz 一 wy = 6z 的 一 个 解 ，wz(z,y) = 
% 是 wzz 一 wy = 一 2y 的 一 个 解 . 求 wzz 一 ws = 18z 十 8y 的 一 个 解 . 

解 这 里 Llu] = wuzz 一 wy, 万 (z,y) = 6z 以 及 fo(z,y) = 一 2y. 注意 18z 十 
8y = 3 有 1(Z,y) 一 4f2(z,y), 因此 cl = 3 和 co = -4. 由 有 个 加 原理 得 3ui(z,y) 一 
4uz(ZT,y)( 或 3z3 一 4?) 将 是 wzz 一 ws = 18z + 8y 的 一 个 解 . 这 容易 直接 
验证 . 口 

例 9 注意 到 wi(z,t) = sintcosz 和 wo(z,t) = cos(3t) sin(3z) 都 是 波 方程 
utt 一 Uzz 的 解 . 利用 人 区 加 原理 , 求 出 无 穷 多 个 解 , 这 些 解 中 没有 一 个 解 是 其 他 解 
的 常数 倍 . 

解 注意 到 wi = uzz 能 写成 齐 次 线性 偏 微 wi - wzzx = 0 的 形式 . 根据 又 
加 原理 , 对 任意 常数 cl 和 cs， 


cl sint cosT 十 czcos(3t)sin(3z) 
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是 解 . 对 cl 和 cz 的 每 一 个 选择 , 得 到 不 同 的 解 (参看 习题 14). 取 定 cl = 1 
并 让 cs 变化 , 得 到 一 无 穷 的 解 族 , 其 中 没有 一 个 解 是 其 他 解 的 常数 售 . 口 

研究 非 线性 方程 中 的 一 个 主要 困难 是 到 加 原理 对 有 的 方程 失效 . 这 种 失效 
使 得 由 最 初 的 一 对 解 来 构成 新 的 解 族 出 现 困难 , 如 下 面 例子 所 说 明 的 . 

例 10 考虑 非 线 性 一 阶 偏 微 wzwy 一 wu(uz 十 Wy) 十 如 = 0 或 等 价 地 (ws 一 
u)(wuy 一 4) = 0. 注意 到 可 得 两 个 解 , 即 er 和 “ey. 然而 , 证 明 ciez + czey 将 不 
是 解 , 除非 cl =0 或 cz = 0. 

解 定义 Nu] = (wz 一 wu)(wy 一 wu), 注意 到 对 任意 Cl 函数 vy 入 


N(v+w) = (wz 十 Wz — Vow)(vVy + wy—v— ww) 


= N(v) + N(w) + (vw —v) (wz — w) + (vz —v) (wy — w). 


这 个 计算 表明 , 由 于 该 偏 微 的 非 线性 性 , 一般 Nlv+w] 关 Nv]+N[lwl. 取 v = caez 
和 w = czey, 得 Nlcie*++czey] = N[cie*]+N[czey]+(—c1e*)(—c2ey) = clczez+y. 
于 是 , NIciez 二 +c2ey] =0 仅 当 cl =0 或 co = 0 时 成 立 . 口 

虽然 到 目前 为 止 所 讨论 的 具体 有 关 的 偏 微 都 是 线性 的 , 但 还 有 许多 在 物理 
学 里 很 重要 的 非 线 性 偏 微 的 例子 . 例如 , Einstein 相对 论 描述 了 用 时 一 空 几 何 曲 
率 来 反映 的 万 有 引力 . Einstein 场 方程 形成 了 一 个 非 线性 偏 微 组 . 由 于 非 线性 性 ， 
这 些 场 方程 组 的 解 就 难以 求 得 , 除了 假设 了 一 些 对 称 性 的 情形 . 在 流体 力学 、 光 
学 理论 和 弹性 理论 中 的 偏 微 也 可 发 现 非 线 性 性 . 非 线性 方程 常 由 有 希望 求 得 解 
的 线性 方程 来 逼近 , 这 些 线性 方程 的 解 接近 相应 的 非 线性 方程 的 解 . 然而 , 原 方 
程 许 多 有 意义 的 特征 会 在 这 个 过 程 中 失去 , 而且 会 产生 明显 的 误差 . 在 下 个 例 
子 , 用 非 线 性 极 小 曲面 方程 来 举例 说 明 这 些 问 题 , 极 小 曲面 方程 的 解 反映 了 肥皂 
薄膜 曲面 . 

例 11 想象 一 下 一 环 状 (或 许 非 平面 ) 金属 丝 浸泡 在 肥皂 溶液 之 后 肥皂 薄 
膜 所 保持 的 曲面 ,由 于 薄膜 的 曲面 张力 , 将 形成 一 张 成 该 金属 丝 的 最 小 面积 的 
曲面 ( 即 , 极 小 曲面 )， 若 该 曲面 是 定义 在 一 有 界 区 域 D 上 某 个 函数 v 的 图 像 
z = x(z,Y)， 则 它 的 面积 为 [fj V1+ 既 +w2dzdy， 在 1760 年 Joseph Louis 
Lagrange 证 明了 , 若 u(xz,y) 是 所 有 在 D 的 边界 上 具 相 同 边 值 的 函数 中 使 这 个 
积分 取 到 最 小 的 函数 , 则 v 必 满 足 ( 非 线性 ) 极 小 曲面 方程 


(1 十 U2 )uzz + (1+ uw)uyy 一 2uzuyuzy = 0. (24) 
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若 假设 曲面 z = wu(z,y) 几乎 是 水 平 的 , 则 wz 和 ww 都 是 微小 的 (比如 与 1 相 
比较 ), 这 样 w2, u?2 和 wzuy 就 都 非常 小 . 在 这 种 情形 , 方程 (24) 似乎 可 合理 地 
由 Laplace 方程 来 通 近 

Uzz + Uyy 一 0. (25) 


确实 ， 如 金属 丝 几乎 是 平坦 ,并且 几乎 是 水 平 置 放 着 的 话 ， 则 形成 的 极 小 曲面 
将 接近 (以 一 种 相当 困难 来 明确 的 意义 下 ) 相应 的 Laplace 方程 的 解 。 当 假设 
好 十 22 < 1 不 再 正确 时 麻烦 就 出 现 了 . 作为 一 个 例子 , 假设 w 具有 形式 w= 
fr),r = Vz 十 的 情形 来 比较 (24) 和 (25) 的 解 . 通过 如 例 1 所 做 的 计算 ， 
可 见 (24) 和 (25) 分 别 成 为 


rPr)+FPrG+PD)=0 (26) 


和 
rf”"(r)+f'(7)=0. (27) 
如 设 g = f', 则 (26) 和 (27) 都 是 可 分 离 的 一 阶 常 微 .(26) 和 (27) 相应 的 通 解 分 


别 为 
f(r) =Cn (3 r+ V03]) +K 


和 
f(r )=CInr+K. 


对 大 的 7 这 些 解 吻合 得 很 好 , 这 时 六 (7) = (7) < 0( 即 , 好 十 好 < 和 1). 然而 , 当 
rl4C 时 f(r) 和 f(r) 的 行为 就 不 同 , 并 且 f(7) 对 于 0<r<C 无 定义 , 而 f(7) 
对 所 有 的 + > 0 有 定义 . 在 下 面 的 图 1 中 , 已 取 C > 0 和 天 = -Cln(C/2) 使 
得 f(C) = 0. u(z,y) = f(Vz? 十 训 ) 的 图 像 是 通过 绕 z- 轴 旋转 曲线 图 z = f(7) 
而 获得 的 极 小 曲面 . 通过 z = 一 f(r) 来 连接 曲线 z = f(7), 然后 旋转 ,得 到 从 
z = -oo 到 z = +oo 的 完整 的 极 小 曲面 . 曲面 在 两 个 圆周 z =a 和 z=2b 的 
部 分 就 是 把 这 些 圆 (比方 说 金属 丝 ) 淄 人 肥皂 液 而 获得 的 肥皂 薄膜 , 只 要 |6 一 al 
不 是 太 大 (参看 习题 20). 曲线 z = 土 f(7) 与 曲线 > = C .cosh(z/C) 相同 , 而 完 
整 的 极 小 曲面 旋转 称 为 悬 链 面 . 用 这 种 方式 获得 的 悬 链 面 大 小 各 蜡 但 形状 相同 . 
薄膜 到 z- 轴 的 最 短 距 离 为 C. 如 果 认 为 Laplace 通 近 是 有 效 的 话 , 那 就 会 错误 
地 得 出 薄膜 将 如 z = f(r) 那样 不 断 地 接近 z- 轴 . 这 种 逼近 失效 的 原因 在 于 当 
rJ1C 时 jir)= Wu2 十 wu2 不 再 保持 是 小 量 , 而 是 趋 于 无 穷 . 口 
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注 记 (黑洞 ) 当 用 非 线 性 Einstein 场 方程 来 计算 一 质量 为 M 半径 是 ro 的 
球 的 万 有 引力 场 的 球面 对 称 几 何 时 , 会 发 生 一 个 很 类 似 的 现象 . 在 例 1 里 , 已 求 
得 球面 对 称 Newton 万 有 引力 位 势 为 C/r + K, 并 且 这 是 从 (线性 )Laplace 方 
程 推 导 来 的 . 这 个 位 势 公式 不 管 球 或 密度 多 小 , 只 要 r+ > ro 都 是 有 效 的 . 然而， 
已 经 发 现 用 变量 + 和 “时 间 ”t, 对 时 一 空 几何 的 Einstein 非 线性 描述 在 7 达到 
7o 前 会 失效 . 确实 , 如 果 质 量 为 M 的 球 的 半径 小 于 所 谓 的 Schwarzchild 半径 
rm 二 2GM/c? 时 (其 中 c 是 光速 , G = 6.668 x 10-1lm3s-2kg-1 是 引力 常数 ), 则 
场 方程 解 的 表达 式 当 > | rm 时 无 定义 . 则 这 个 球 用 实际 上 称 作 黑洞 的 来 代替 . 
就 像 肥 皂 薄 膜 那 样 , 若 把 坐标 > 和 变 成 可 用 双 曲 函数 把 它们 跟 + 和 + 联系 起 
来 的 新 的 变量 , Einstein 场 方程 的 解 可 用 数学 化 延 拓 . 这 种 时 一 空 延 拓 进 入 黑洞 
的 狭窄 通道 然后 进入 “ 另 一 个 宇宙 ”, 然而 , 这 个 宇宙 以 任何 常规 的 方法 都 是 无 
法 进入 的 . 的 确 , 进入 无 旋 黑 洞 并 以 不 超过 光速 运行 的 任何 物体 将 会 磁 到 时 一 空 
的 奇异 边界 , 决 不 会 抵达 其 他 宇宙 也 不 会 返回 我 们 自己 的 宇宙 .这些 有 意义 的 
Einstein 理论 特征 在 线性 Newton 理论 中 是 无 法 得 到 的 , 线性 Newton 理论 是 在 
不 怎么 极端 的 情形 近似 了 Einstein 理论 . 口 


算 子 和 Green 函数 


求解 偏 微 或 常 微 线 性 初 边 值 问题 的 一 个 有 用 方法 是 基于 所 谓 的 Green 函数 
的 构造 . 这 个 概念 首先 由 英国 数学 家 George Green(1793 一 1841) 在 发 表 于 1828 
年 的 论文 集 《 关 于 数学 分 析 在 电磁 学 理论 中 的 应 用 的 论述 》 中 提出 . Green 提出 
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了 术语 “位 势 ", 并 利用 熟知 的 Green 定理 来 研究 电势 和 磁 势 . 这 里 简单 介绍 线 
性 微分 算 子 、Green 明 数 和 积分 算 子 的 概念 . 

算 子 是 一 种 指令 , 它 赋 予 每 个 适当 的 函数 为 某 个 新 函数 . 例如 , 假设 Llu] = 
f 是 k- 阶 线性 偏 微 . 该 算 子 就 是 微分 算 子 的 一 个 例子 , 它 赋予 每 个 C* 函数 v 为 
新 函数 工 四 . 与 某 个 函数 的 概念 一 样 , 比如 Inz, 与 x 的 任何 特别 选取 无 关 , 这 
种 算 子 的 概念 也 与 的 任何 特别 选取 无 关 . 就 像 人 们 喜欢 谈 及 对 数 函 数 ， 而 不 
提 及 zx 那样 , 说 到 微分 算 子 不 提 及 w 是 很 流行 的 . 例如 , 比方 3 维 Laplace 算 
子 , 就 记 为 

02 02 02 
一 B72 十 5 十 B27: 

算 子 A 赋予 每 个 C2 函数 v 为 新 的 连续 函数 Afu] 或 简单 地 记 Aw, 它 是 wzz 十 
Uyy 十 Uzz. 从 而 ,Poisson 方程 就 是 Au = f, 其 中 f = f(z,y,z) 是 给 定 的 函 
数 . 为 了 解 nz = C，z > 0 这 样 的 方程 , 回忆 一 下 只 需 简 单 地 在 两 边 施行 反 
图 数 exp, 得 z = explInz] = exp(C). 为 了 解 Poisson 方程 , 人 们 也 许 尝试 去 找 
Laplace 算 子 的 逆 算 子 人 -1. 这 样 就 可 以 简单 地 在 人 wu = f 两 边 作 用 人 -1, 得 
解 u = A-![ 尹 . 这 表明 Laplace 算 子 (作用 在 一 确定 函数 类 上 ) 的 逆 算 子 是 作用 
在 f 上 生成 由 下 面 定义 的 新 函数 A-:[ 月 


(28) 


A-![ 月 (z,y, z) = i ) G(z, 2 z; Tx, Y, 2)dzdydz, (29) 
其 中 
注意 到 对 zy 和 z 积分 , 剩 下 的 是 zy 和 z 的 函数 , 由 定义 此 函数 就 是 A-l[ 月 . 
如 函数 f 是 C1 的 并 且 在 某 个 球 之 外 为 零 , 则 在 具备 了 适当 的 工具 之 后 就 能 证 
明 A 人![ 有 ] 是 A[u] = f 的 一 个 解 . 算 子 A-! 是 积分 算 子 的 一 个 例子 , 即 一 个 算 
子 B 具有 形式 


(30) 


BIf](p) = / ylp, q)f (aa. (31) 


这 里 pz 和 g 可 取 值 于 多 维 区 域 . 当 一 个 偏 微 (或 常 微 ) 的 初 边 值 问题 的 解 用 一 个 
积分 算 子 来 表示 时 (比如 像 (29) 那样 ), 函数 g(p, 9) 称 为 该 边 值 问题 的 Green 天 
数 ， 对 Poisson 方程 情形 (粗略 地 说 ， 具 有 解 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 边界 条 件 )， 
Green 函数 就 是 (30) 中 的 G(z,y, z; z,5,z). 一 旦 求 得 正确 的 Green 函数 , 问题 
就 化 为 对 任意 的 p 计算 积分 (31). 这 样 的 计算 会 是 相当 困难 的 , 也 许 需要 用 数 
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值 方法 . 当然 , 如 有 可 能 , 对 一 个 特殊 的 初 边 值 问题 的 解 , 更 喜欢 一 个 解 的 代数 
公式 . 在 很 大 程度 上 , 这 是 我 们 在 本 书 里 争取 的 . 然而 , 在 一 般 情 况 , Green 函数 
和 它们 相应 的 积分 算 子 提供 了 表示 解 的 一 个 简洁 方式 , 我 们 偶尔 利用 这 种 表达 
方式 . 应 该 指出 积分 算 子 (31) 是 线性 的 , 即 Blcifi + c2f2] = ctB[A + c2B[f2]， 
因此 它们 只 能 是 线性 算 子 的 逆 算 子 . 特别 , Green 也 数 和 它们 的 积分 算 子 不 能 用 
来 表示 非 线性 偏 微 的 解 ! 


概要 1.2 


1. C* 函数 : 对 非 负 整 数 , 函数 v 称 为 是 C* 函数 , 如 果 v 的 每 个 阶 偏 
导数 存在 且 连 续 . 


2. 线性 偏 微 : n 阶 线性 偏 微 是 具 L[u] = f 形式 的 偏 微 , 其 中 L[u] 是 未 知 函 
数 w 和 它 的 偏 导数 (直到 n 阶 ) 的 线性 组 合 , 线性 组 合 中 的 系数 以 及 f 是 给 定 
的 独立 变量 的 函数 . 若 f = 0, 该 偏 微 称 为 齐 次 的 . 


3. 分 类 定理 : 分 类 定理 表明 任 一 二 阶 常 系数 线性 偏 微 (参看 (20)), 其 中 未 
知 函 数 具 有 两 个 独立 变量 ， i 
u = u(r,Y)): 

(i) 广义 波 方程 形式 


一 Q2uzz 十 Ut 十 cu 二 F(z,t), a > 0 ( 双 曲 情形 ); 
(i 广义 Poisson/Laplace 方程 形式 
a2uzz 二 + utt 十 cu = g(x,t), a > 0 (椭圆 情形 ); 
(这 ) 广义 热 方程 形式 
一 kuzz 十 ut 十 cu 二 h(z,t), 大 >0 (抛物 情形 ); 
(iv) 形式 
uzz 十 cu = g(7x,t)，( 退 化 情形 ). 


4. 琶 加 原理 : 县 加 原理 (或 性 质 ) 表明 如 w 和 wo 分 别 为 线性 偏 微 工 w = 
和 Llu] = fo 的 解 , 则 对 任意 常数 cl 和 cz, clua + czuz 是 Llu] = cif1 十 c2fo 的 
解 . 换言之 , Llciui + coua] = ciLlui] + czL[lu2l. 
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5. Green 函数 : Green 函数 以 及 它们 相应 的 积分 算 子 用 来 表示 线性 偏 微 


(或 常 微 ) 初 边 值 问题 的 解 . 


练习 1.2 


1. 


证 明 给 定 的 函数 满足 伴随 的 偏 微 . 
(a) u(z,Vy) 一 工 十 Wi Urz + Uy = 0. 
(b) w(z,y) = f(z) 十 g(y); uzy = 0, 其 中 假设 函数 了 和 9 是 C? 的 . 
(ce) u(z,y) = f(z +Y) + 9(7—Y); urs — uy = 0, 其 中 f,g€ C7. 
(d) u(z,y) = z2 + 2t; uzz = ut. 
(e) u(x,Y) = sin zcoshy; uzz + uyy = 0. 
(f) u(x,y) = sin(z 一 ct); ust 一 cuzz 二 0, 其 中 cc 为 实 常数 . 
.验证 下 面 函 数 是 Laplace 方程 wuzz 十 uyy = 0 的 解 . 
(a) u(z,y) = ev cosz (b)u(z,y) = 37°y — 
(©) ulz,9) = In(z? +9), 7 + #0 
(d) u(x,y) = ercoszr+3ry— +ln(r t+), T+ 0. 
. 证 明 下 面 的 函数 满足 热 方程 wi 一 kuzz = 0. 
(a) u(z,t = e—*tsin(z) 
(b) wu(z,t) = er-o kt cos az, a 为 任意 实 常数 
(c) u(z,t) = e*t coshz 
(d) u(z,) = 太 exp( 税 ) 
,证 明 : 对 某 个 c, 下 面 函 数 是 波 方程 utt 一 c*uzz = 0 的 解 . 
(a) u(r,t) = rx? + (b) wu(z,t) = cos az sin bt, 对 任意 常数 a,b 
(c) wu(z,t) = ln(z+t)+ (2—t)? (d) wv(z,t)= f(z+2t)+g(z— 2t), f,g € C7. 
.给 出 下 列 偏 微 的 阶 数 , 然后 以 线性 的 和 非 线性 的 把 它们 分 类 . 如 果 偏 微 是 线性 的 , 指明 
是 齐 次 的 还 是 非 齐 次 的 . 
(a) z2uzzy 十 zy2uwy 一 In(1 二 32 一 0， (bj wuz t+u =1, (c) uazyy 十 ezuz = Y, 
(d) uuzz + uyy — 4 = 0, (e) uzz + ut = 3u. 
.推导 第 34 页 n 维 Laplace 方程 最 一 般 球 对 称 解 的 公式 (5a) 和 (5b). 
。(a) 求 Laplace 方程 uzz 十 uvyy = 0 具 形 式 w(x,y) = 4z2 + Bzy 十 CUV2 (4?+B? 十 
C? 关 0) 的 一 个 解 , 并 对 圆周 zz + 只 = 1 上 所 有 的 点 (cos 9,sin 9), 满足 边界 条 件 
u(cos0,sinb) = cos(20) + sin(20). 
(b) 证 明 Laplace 方程 具 形 式 如 (a) 的 任意 解 w(z,2) 的 图 像 与 zy- 平 面 交 于 过 (0,0) 
点 的 一 对 垂直 直线 . 


10. 


11, 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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。(a) 证 明 wu(z,y) = exp[ 一 n2r2ki sin(nrz) 满足 ILC. f(z) = sinmrz 的 由 方程 式 (7) 


给 定 的 初 边 值 问题 的 充 要 条 件 为 n 是 整数 . 
(b) sin nrz 的 图 像 交 于 z- 轴 上 0 与 1 之 间 多 少 个 点 ? 
(c) 给 出 一 个 具体 理由 为 什么 n 越 大 温度 趋 于 0 就 越 快 . 


. 令 wz 由 2 直 是 例 3 关于 波 问 题 的 解 (11). 


(a) 证 明 wi = 一 [2rv(m,n,p)]?u，uzz 二 一 (mr/A)?wu,….， 利用 这 些 事实 来 推导 
u(x,y,>,t) 满足 波 方程 (9). 

(b) 验证 u(z,y,z,t) 满足 B.C.(10). 

(c) 盒子 内 所 有 使 u(x,y,z,t) 为 零 的 点 (x,y,z) 的 集合 是 若干 个 相交 的 矩形 曲面 的 并 ， 
这 些 和 矩形 曲 面 把 盒子 的 内 点 剖 分 成 若干 个 内 室 . 共有 和 多少 内 室 ? 

(d) 在 盒子 内 的 哪 点 气压 经 受 最 大 变化 ? 

参考 例 3, 假设 盒子 是 4 = B = C = 1 的 方 体 且 a = 2. 

(a) 通过 给 出 例子 ， 证明 具 有 相同 的 频率 ， 两 个 独立 的 形式 如 (11) 的 解 
u(z,y,z,t) 是 可 能 的 . 

(b) 列 出 这 个 盒子 10 个 最 低 的 正 的 不 同 的 频率 . 

(a) 证 明 若 f(z) = sin(rz) 和 g(x) = sin(3rz), 则 (14) 中 的 w(z,t) 满足 初 边 值 问题 
(13). 

(b) 找 出 (13) 中 的 D.E. 和 B.C. 的 两 个 解 u(x,t), 使 得 这 两 个 解 有 相同 的 初始 形状 
u(z,0), 但 有 不 同 的 初始 速度 分 布 ui(z,0). 

对 什么 样 的 正常 数 m 和 m, 二 阶 偏 微 wzz 十 wyy 十 muzy 十 Uz 十 nuy = 0 将 会 是 (a) 双 
册 的 , (b) 椭圆 的 ,(c) 抛物 的 和 (d) 退化 的 ? 

注意 到 ul (5 y) 二 22 满足 Uzz 十 Uyy = 2 和 u2(Z, Y) = cz? 十 dy? 满足 Uzz 十 Uyy = 
6cz 十 6dy, c 和 d 是 实 常数 . 

(a) 对 任 给 的 实 常 数 A, B 和 C, 求 wzz 十 wyy 二 hz 十 Boy+C 的 解 . 

(b) 怎样 才能 生成 问题 (a) 的 更 多 的 解 ? 

关于 例 9, 证 明 若 对 所 有 的 (zx,t), ci sintcosz + czcos(3b sin(3z) = di sin tcos z 十 
d2 cos(3t) sin(3z), 则 cl = dl 和 cz = d2. 

用 直接 计算 , 验证 把 曲线 y = cosh z 绕 z- 轴 旋转 , 得 区 域 |ly| < cosh z 上 极 小 曲面 方 
程 (24) 的 一 个 解 u(z,y) = Wcoshz z 一 y. 根据 例 11 中 求 得 的 解 Fr),， 给 出 一 个 纯 
几何 的 理由 说 明 为 什么 u(z,y) 一 定 是 一 个 解 . 

假设 u(z,y) 是 极 小 曲面 方程 (24) 的 任 一 个 解 , 其 中 (z,y) 落 在 平面 中 的 某 个 开 区 域 
D. 

(a) 证 明 对 所 有 的 实数 c, cu(7x,y) 不 会 总 是 解 . 

(b) 证 明 若 c 关 0, 则 cu(z,#) 是 在 由 (z=,) 属于 DD 的 这 样 的 点 (z,y) 组 成 的 新 区 域 


17. 


18. 


19. 
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上 的 解 . 

(c) 以 曲面 形状 之 间 的 相似 性 , 几何 上 来 解释 (a) 和 (b) 的 结果 . 

设 w(z) 是 定义 在 z > 0 上 任 一 C1 函数, 且 wu(0) = 0. 考虑 常 微分 算 子 d/dz, 它 赋予 
每 个 这 样 的 函数 4 以 新 连续 函数 u'(z). 证 明 逆 算 子 , 记 为 B， 本 TI>>0 上 的 
连续 函数 f(z) 以 函数 


10 达 2 所 2I， 
0, z > 2。 


BI[fI(z) = [ g(z,z)f(z)dz, 其 中 g(z,z) = { 


因此 , 问题 w(xz) = f(z), (z > 0), 边界 条 件 u(0) = 0 的 解 用 以 g(z, z) 作为 Green 函 
数 的 积分 算 子 B 给 出 . 

设 p(z) 和 g(z) 为 给 定 的 连续 函数 . 证 明 线 性 常 微 w (zx) +p(z)u(z) = q(xz) (z > 0)， 
B.C. wu(0) = 0 的 解 由 下 面 给 出 


Alol(z) = . ~ G(s, 2)a(z)dz (2 > 0), 


其 中 Green 函数 为 G(z,z) = exp[P(z) - P(z)]g(z,z), P(z) 是 p(z) 的 一 个 原 函 数 ， 
9(z,z) 在 习题 17 中 定义 . A 的 首 算 子 是 什么 ? 提示 “利用 附录 3 中 的 Leibniz 法 则 . 
这 里 证 明 在 假设 是 一 球 对 称 调和 位 势 下 , 维 数 大 于 3 的 行星 轨道 是 不 稳定 的 . 在 例 1 后 
面 的 注 记 2( 或 习题 6) 中 , 已 证 明 在 维 数 n > 2 时 这 种 位 势 本 质 上 具有 形式 -Cr?2-" 
(其 中 C > 0, 因为 假设 作用 力 是 吸引 力 ). 一 质量 为 m 的 行星 以 极 坐标 系 在 (7(#), 0(t)) 
处 的 角 动 量 为 mr26( 其 中 9 = 昱 ), 它 为 某 个 常数 , 记 为 4, 作为 中 心力 . 因此 , 6 = 二 
则 行星 的 动能 为 


3 十 r262) = 3mr? 十 
其 中 站 = 瞧 . 总 能 量 (动能 + 势能 ) 是 个 常数 
4 a 
E= Smi? + 37 7 一 Cmr* "= Fm + f(t), (*) 


其 中 a 

f(t) = pe Cmr2™—™. 
假设 行星 轨道 对 > 至 少 有 的 两 个 相 邻 局 部 极 值 , 设 其 为 r 和 rz(rl < rz)， 当然 , 当 
n 二 3 时 这 个 假设 是 可 能 的 , 因 这 时 有 椭圆 轨道 . 现 来 证 明 , 对 n > 3 情形 这 个 假设 将 导 
出 邓 盾 . 在 轨道 这 样 的 极 值 点 处 , 有 * = 0, 因此 由 (*) 得 f(r1) = f(r2) = EE. 由 于 当 
行星 在 这 两 个 相 邻 的 极 值 点 之 间 运 行 时 , 3m7? > 0, 所 以 必 有 f(r) < E, ri < 了 < rz. 
于 是 fr) 必 在 ri 与 72 之 间 的 某 点 ro 有 严格 小 于 互 的 局 部 极 小 . 
(a) 当 n= 4 时 , 证 明 不 存在 ro 使 得 f(ro) = 0, 除非 f(t) 三 殖 = 0, 而 这 样 f(ro) 就 
不 是 严格 小 于 五 . 
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(b) 当 n > 4 时 , 证 明 存 在 唯一 的 正 数 ro 使 得 f'(ro) = 0, 而 且 该 值 是 局 部 最 大 而 非 局 
部 最 小 , 因 这 可 由 事实 limr-o f(7) = -co 和 lim ,+oo f(7) = 0 得 到 . 
(c) 证 明 当 n = 3 时 没有 这 样 的 矛盾 ， 因 为 当 m = 3 时 lim ojf(r) = co 和 
limr~co Fr) = 0. 
(d) 对 n > 4, 圆 形 轨道 是 有 可 能 的 , 但 这 样 的 轨道 不 稳定 , 因为 非常 轻微 的 碰撞 就 会 把 
行星 撞 出 运行 轨道 . 假设 轨道 不 是 完美 的 圆 . 
(i) 车 n= 4, 证 明 或 是 当 + 上 一 oo 时 r(t) 一 oo 或 是 当 t 趋 于 某 个 有 限 值 时 r(b) 一 0. 
(i) 车 交 > 5, 证明 除了 (i) 中 的 两 种 可 能 , 也 会 军 有 地 发 生 轨 道 将 螺旋 成 一 圆 轨 . 证 明 
这 只 能 在 f(7) 的 最 大 值 为 BE 时 才能 发 生 . 为 什么 这 是 一 个 罕有 事件 ? 
20. 下 面 来 推导 两 个 半径 为 R 的 同 轴 圆 圈 相 距 超过 1.3255 . R 不 能 形成 极 小 肥皂 薄膜. 

(a) 对 C > 0, 在 zr- 平面 上 考虑 曲线 7 = C cosh(z/C). 证 明 曲 线 上 点 (zo,ro) 的 切线 
经 过 原点 仅 当 cosh(zo/C)/ sinh(zo/C) = zo/C( 即 coth(zo/C) = zo/C)， 
(b) 证 明 cothz = z 有 唯一 的 正解 , 大 约 a ~ 1.200. 

提示 令 g(z) = cothz 一 z. 证 明 对 小 的 z > 0 有 g(x) > 0, 而 对 大 的 z > 0 有 
9g(z) < 0. 由 计算 g'(z) 来 证 明 当 z > 0 时 g(z) 是 严格 减 的 . 
(c) 证 明 (a) 中 的 切线 必 有 形式 7 = 土 sinh(a)z, 其 中 a 由 (b) 中 定义 . 内 此 , 不 论 C 
为 何 值 , 这 些 线 都 跟 每 个 曲线 7 = C cosh(z/C) 相 切 . 
(d) 由 (c) 和 曲线 7 = C cosh(z/C) (C > 0) 的 凸 性 , 推断 所 有 这 样 的 曲线 包含 在 横 形 
r > sinh(a)|z| 中 . 
(e) 推断 没有 连接 两 个 半径 为 R 的 同 轴 圆 圈 的 极 小 曲面 , 如 果 这 两 个 圆圈 相距 超过 


2R 
sinh a 


<1.3255.R 


的 话 . 
注 记 ”如果 相距 小 于 -= 纶 。 的话, 则 实际 上 有 具 形式 + = C cosh(z/C) 的 两 张 曲 


面 连接 这 两 个 圆圈 . 具 较 大 C 值 的 曲面 实际 上 就 是 具有 极 小 面积 的 曲面 (也 就 是 自然 
地 生成 的 曲面 ). 口 
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从 理想 上 来 说 , 每 个 人 想 有 可 用 来 求 任意 偏 微 所 有 的 解 或 至 少 满足 确定 的 
初 边 值 问题 相关 的 解 的 一 般 技 巧 . 即使 是 一 类 一 阶 常 微 这 样 的 一 般 技巧 都 是 不 
存在 的 . 回忆 一 下 对 这 样 的 方程 , 有 许多 技巧 它们 只 对 特殊 形式 的 一 阶 常 微 适 
用 (如 , 可 分 离 的 , 齐 次 的 , 恰当 的 , 线性 的 , 等 等 .) 然而 , 容易 找到 不 具备 这 些 形 
式 的 一 阶 常 微 . 偏 微 的 情况 类 似 . 容易 找 出 这 样 的 偏 微 , 对 它们 没有 已 知 的 方法 
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能 求 得 一 个 解 . 幸运 地 是 , 源 于 实际 的 偏 微 不 是 完全 任意 的 . 确实 , 常见 的 出 现 
在 应 用 中 的 偏 微 或 偏 微 方程 组 只 有 少数 不 同 的 形式 . 虽然 有 些 过 程 适 用 于 不 止 
一 个 相关 的 方程 , 但 最 好 不 要 偏离 特殊 的 偏 微 去 过 度 发 展 这 些 过 程 来 用 于 另 一 
些 偏 微 . 相反 , 我 们 宁愿 分 别处 理 每 个 相关 方程 . 当 一 个 技巧 的 模式 出 现 , 我 们 
将 会 注意 它 和 欣赏 它 , 但 试图 把 求解 过 程 纳入 一 种 预先 模式 , 而 这 模式 只 能 由 大 
量 的 事后 的 认识 诱发 出 来 , 这 种 做 法 看 不 出 有 什么 益处 . 再 者 , 与 常 微 理论 不 同 ， 
求解 偏 微 的 方法 往往 比方 程 本 身 更 甚 地 依赖 于 所 赋予 的 边界 条 件 的 形式 . 这 就 
使 得 要 发 展 一 个 统一 的 理论 大 厦 变 得 更 为 困难 , 如 果 那 是 目标 的 话 . 不 过 , 在 这 
节 要 讨论 一 些 基本 技巧 . 一 个 称 为 “分 离 变 量 ” 的 技巧 , 是 求解 多 种 偏 微 问题 的 
预备 性 步骤 . 不 过 , 我 们 先 举例 说 明 偏 微 与 常 微 之 间 的 差别 . 还 将 探讨 一 些 确定 
一 个 偏 微 的 通 解 以 及 求 满足 所 给 侧 边 条 件 的 特 解 的 难点 . 


偏 微 的 通 解 和 特 解 
回忆 一 下 一 个 n 阶 线性 常 微 的 通 解 含有 nn 个 任意 常数 当 解 要 求 满足 ni 个 
初始 条 件 时 这 些 常 数 就 能 确定 . 例如 , 二 阶 常 微 
y+y=0 (1) 
的 通 解 为 
y{t) = cl cost + co sint, (2) 


其 中 cl 和 co 为 任意 常数 . 如 还 特别 给 出 初始 条 件 y(0) = 0 和 wy(0) = 1, 则 (1) 
满足 这 些 初 始 条 件 的 唯一 解 是 y(t) = sint. 回忆 一 下 (参看 第 1.2 节 的 定义 2)n 
阶 偏 微 的 解 要 求 是 定义 在 (可 能 是 事先 指定 的 ) 开 集 上 的 Cnm 函数 . 


| 一 偏 微 的 通 解 是 该 偏 微 所 有 解 的 集合 . | 


如 同 常 微 , 要 列 出 所 有 的 解 通常 是 不 可 能 的 , 除了 像 (2) 中 那样 通 解 有 相当 特殊 
的 形式 . 然而 一 个 n 阶 偏 微 的 通 解 形式 典型 地 含有 n 个 任意 函数 而 不 是 任意 常 
数 . 下 面 的 例子 说 明了 这 点 . 
例 1 求 一 阶 线性 偏 和 
Uz(T, y) 27y, 对 所 有 的 (z, y), (3) 


的 通 解 u = u(z,y). 
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解 固定 y 并 对 z 积分 , 得 
u(z,y) = Ty + f(y)- (4) 


注意 积分 常数 可 以 与 y 有 关 , 且 形 式 (4) 的 任意 函数 确实 满足 (3). 回忆 第 1.2 
节 的 定义 2, 作为 一 个 技术 上 的 要 点 , (4) 中 的 函数 f(y) 要求 是 C1 的 ( 即 f 具 连 
续 的 一 阶 导 数 ). 车 用 wz(z,y,z) = 2zy 代替 (3), 则 通 解 的 形式 将 为 u(z,y, z) = 
z2y 十 g(y,z),g 为 任意 C1 图 数 . 口 


例 2 求 三 阶 偏 微 的 通 解 : 


uazm 一 2sinz, v = (7z,y,z)， 对 所 有 的 (x,y, z). (5) 


解 (5) 对 y 积分 一 次 , 得 wzy(z,y,z) = 2ysinz 十 f(z,z). 再 关于 y 积分， 
得 wz(z,y,z) = 人 sinz 十 yf(7z,z) 十 g(z,z). 最 后 , 关于 z 积分, 得 通 解 
u(T,Y,2) = —y coszt + YF(r,2) + G(r,z) + h(y, 2z), (6) 
其 中 F(x,z) 和 G(z,z) 分 别 是 f(z,z) 和 9g(z,z)( 关 于 z) 的 原 函 数 . 因为 要 求 
解 是 C3 的 , 所 以 要 求 已 G 和 hh 是 03 函数 , 除了 这 个 要 求 外 , 这 些 函 数 是 任 
意 的 . 口 
当然 ,就 像 常 微 那样 , 仅仅 通过 几 次 积分 来 求 得 偏 微 的 通 解 并 不 总 是 可 能 
的 . 不 过 , 上 述 例子 意味 着 一 个 n 阶 偏 微 的 通 解 , 作为 m 个 独立 变量 的 未 知 函 
数 已 典型 地 含有 个 m 一 1 个 变量 的 任意 函数 . 然而 , 容易 找 出 不 符合 这 个 规 
则 的 例子 . 例如 , 考虑 下 面 例子 . 


例 3 求 
(wzz)? + (wyy)? = 0, w= w(z,y), 对 所 有 的 (zx,y) (7) 
的 通 解 . 
解 一 个 C? 函数 u(z,y) 满足 该 方程 充 要 条 件 是 uss = 0 和 ww = 0. 因 


Uzz = 0, u 必 有 形式 u(z, y) 一 f(y)z + g(y). 然而 ， 因 Uyy = 0, % 也 必 有 形式 
u(z,y) = h(z)y 十 k(z). 具有 这 两 种 形式 的 唯一 函数 具有 形式 


u(zT,Yy) 一 ay 十 br 十 cy 十 (8) 
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其 中 a, b, c 和 a 为 任意 常数 . 这 样 , (7) 的 通 解 含有 4 个 任意 常数 而 不 是 两 个 单 
变量 函数 . 还 注意 到 两 个 具 形 式 (8) 的 解 的 释 加 仍然 是 解 . 因此 , (7) 也 给 出 了 
解 满足 全 加 原理 的 非 线性 偏 微 的 一 个 例子 . 口 

在 第 2.2 节 例 3, 将 证 明 一 阶 齐 次 线性 方程 zu 一 yuy 十 yu = 0 具有 依赖 
于 两 个 任意 也 数 而 不 是 一 个 任意 函数 的 通 解 . 因此 , 有 关 (甚至 线性 ) 偏 微 的 通 解 
形式 实在 没有 严格 的 规定 . 然而 , 引入 下 面 偏 微 的 “一 般 ” 解 的 概念 将 是 方便 的 . 
这 样 的 解 具有 通 解 期 望 的 形式 , 是 一 种 也 许 不 会 认为 是 针对 某 些 就 像 我 们 刚才 
看 见 过 的 偏 微 的 形式 . 


定义 1 一 个 m 个 独立 变量 未 知 函 数 的 ” 阶 偏 微 的 一 个 解 称 为 是 一 般 解 ， 
如 果 它 含有 n 个 任意 的 m 一 1 个 变量 的 Cn 函数 . 而 且 , 这 些 任 意 函 数 没有 


一 个 可 去 掉 或 被 组 合 , 不 然 就 会 失去 解 . 


注 记 最 后 的 要 求 确保 不 能 简单 地 通过 用 两 个 新 的 任意 函数 的 和 来 替代 某 
个 任意 函数 , 或 通过 某 种 类 似 技 巧 来 增加 任意 函数 的 数目 . 例如 ，(6) 是 一 般 解 ， 
但 -%2cosz +y[k(z,z) 一 j(z,z)] 十 g(z,z) 就 不 是 一 般 解 (即使 这 里 有 三 个 任意 
函数 ), 因为 k(z,z) 一 j(z,z) 可 以 用 f(z, z) 来 替代 . 口 

根据 定义 1 例 1 和 例 2 偏 微 的 通 解 (4) 和 (6) 都 是 一 般 的 , 偏 微 (7) 的 通 
解 (8) 就 不 是 一 般 的 . 是 一 般 的 解 但 不 是 通 解 也 是 可 能 的 , 如 下 面 例子 所 说 明 . 

例 4 求 非 线 性 一 阶 偏 微 的 一 般 解 : 


uz(z,y) = lu(z, y)]?. (9) 


解 固定 y, 可 把 (9) 视 为 一 阶 可 分 离 常 微 , 即 u-?du = dz, 假设 ww 关 0. 积 

分 , 得 解 -u-! = z 十 g(y), 或 
| 

z+g(y) 
其 中 g 是 C1 郴 数 , u(zx,y) 定义 在 除去 曲线 xz = -9g(y) 上 的 点 之 外 所 有 的 点 . 解 
(10) 是 一 般 的 . 然而 , (10) 不 是 通 解 , 因为 (9) 还 有 不 是 形式 (10) 的 解 ， 的确 ， 
u(z,y) 三 0 就 是 这 样 的 解 . 通过 把 两 个 解 “ 粘 合 ” 在 一 起 (见习 题 11) 可 得 到 另 
外 的 解 . 现 假定 一 开 区 域 D 预先 给 定 , 还 假设 只 有 定义 在 整个 D 上 的 解 是 允许 
的 , 则 函数 g(y) 必 满 足 条 件 : 曲线 z = -9(gy) 与 D 不 交 . 因为 这 里 没有 这 样 被 
指定 的 区 域 , 所 以 可 把 所 有 形式 (10) 的 函数 看 作 解 . 若 要 求解 处 处 有 定义 , 则 唯 
一 的 解 只 有 u(x,y) = 0. 口 


UL 人 (DT， y) 一 (10) 
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例 5 考虑 一 阶 线性 偏 微 
TUuz 一 2TUy = U. (11) 


证 明 
u(x,y) = zf(27 + Y) (12) 
是 (11) 的 一 般 解 , 其 中 f 是 任意 C1 函数 . 

解 首先 注意 到 虽然 在 f(2z +y) 中 含有 z 和 y, 但 函数 f 仍然 真正 地 
是 一 个 变量 的 函数 , 因为 f 只 有 一 个 “位 置 ”, 不 同 于 比如 g(x,y). 因此 , 由 定 
义 , (12) 中 的 w(z,y) 将 定义 了 一 个 一 般 解 , 如 果 它 满足 (11) 的 话 ， 由 乘法 法 
则 和 链 法 则 得 , ws = f(2z +y) +zf(2z 十 Y) .2 和 wy = zf'(2z +y)， 于 是 ， 
Zuz 一 2zuy = zjf(2z +Y) + 272f (27 十 V) — 272f' (27 +Y) = rf(27+Yy) = uu. 这 
样 , (12) 定义 了 一 个 一 般 解 . 利用 第 二 章 的 理论 , 可 以 证 明 (11) 的 通 解 具有 形式 
(12). O 

通常 想 求 一 偏 微 满足 侧 边 条 件 的 特 解 . 下 面 两 个 例子 说 明 这 样 的 解 是 如 何 
从 一 般 解 中 获取 的 . 

例 6 求 (11) 满足 条 件 u(1,y) = ww, 对 所 有 的 y 成 立 的 解 . 

解 条 件 u(1,y) = 刀 指定 了 解 wz,y) 对 点 (z,y) 在 平行 于 y- 轴 的 直线 
zZ=1 上 的 值 . 因为 (12) 是 一 个 一 般 解 , 所 以 只 需求 函数 f 使 得 u(1,y) = 1. 
j(2+ 切 = 妇 或 j2+OU= 即 . 为 了 求 这 样 的 函数 , 令 r=2+4 因 y=r 一 2， 
有 f(r) = (r -2)?. 因而 , f 是 这 样 的 函数 : 取 一 数 , 减 去 2, 然后 平方 . 特别 ， 
f(2rz +y) = (2z 十 y 一 2)?. 于 是 , u(z,y) = z(2z 十 yy 一 2)?. 读者 应 该 直接 验证 这 
个 凿 满足 偏 微 (11) 和 条 件 v(1,y) = vy. 口 

注 记 一 阶 偏 微 在 广泛 的 应 用 中 起 了 很 重要 的 作用 . 在 第 二 章 , 考虑 涉及 人 
口 密度 、 连 续 介质 力学 和 交通 流 问题 的 应 用 . 

例 7 证 明 波 方程 ur = czuzz 具有 如 下 形式 的 一 般 解 : 


u(x,t) = f(z+ cet) + g(r — et), (13) 
其 中 f 和 9g 是 任意 C? 函数 . 求 满足 初始 条 件 
IL.C. w(x,0) = jz) 和 w(x,0) = 0, (14) 


的 特 解 , 其 中 h(xz) 是 给 定 的 C2 函数 . 
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解 如 同 第 1.2 节 习 题 4(d), 可 直接 验证 (13) 是 wz = c2uzz 的 解 . 因为 波 
方程 是 二 阶 的 而 且 (13) 中 有 两 个 任意 函数 , 要 不 损失 解 没 有 一 个 可 除去 (参看 
习题 12), 由 此 得 出 (13) 是 一 般 解 . (13) 中 令 t = 0 并 利用 wz,0) = h(z), 得 
f(z) + g(z) = h(z). (13) 关于 tt 求 导 , 得 w(z,t) = f(z+ctjc+g(z ct)(-o), 
由 wz(z,0) = 0 得 f(z) -g'(z) = 0. 于 是 , (14) 给 出 关于 未 知 函 数 f 和 9g 的 两 
个 条 件 , 即 

f(z) +g(7) = h(z) 和 f(x) 一 9g(z) = 天. (15) 


(15) 两 边 对 应 相 加 , 得 f(z) = [h(x) + K]. 类 似 地 有 g(z) = [h(x) 一 K]. 由 这 
些 恒等式 可 用 给 定 函 数 h 来 确定 函数 f 和 g. 于 是 , 得 wt = czuzz 满足 初始 条 
件 (14) 的 解 : 


流 访 粮 圭 3Ih(z Fo)+K+ihr -et)—K]= 5h(z 二 四 二 Wo “(16) 
在 习题 12, 要 求 读 者 直接 验证 (16) 的 有 效 性 . 口 


基本 技巧 


在 例 1 和 例 2 已 经 看 到 , 简单 地 置 未 知 函 数 的 偏 导 数 等 于 给 定 函数 这 类 的 
偏 微 可 以 通过 直接 积分 来 求解 . 例 4 中 的 偏 微 vz = w? 就 不 能 通过 两 边关 于 z 
积分 来 求解 , 因为 右 端 含有 未 知 函数 u(z,y). 然而 , 利用 常 微 的 技巧 , 能 解答 这 
个 方程 . 


若 一 个 偏 微 只 涉及 一 个 独立 变量 的 偏 导数 , 则 这 样 的 方程 可 视 为 单 变量 未 知 
函数 的 常 微 , 其 中 其 他 的 变量 保持 固定 . 在 解 的 表达 式 中 , 任意 常数 由 这 些 


剩 下 变 基 的 任意 函数 来 代替 . 


这 里 通过 举例 来 解答 出 现在 第 1.2 节 分 类 定理 中 的 退化 方程 wz + cu = g(z) 刘 
的 齐 次 形式 . 
例 8 求 三 种 情形 c > 0,c=0 和 c<0 偏 微 


Uzz + Cu=0, v= u(r,t) (17) 
的 通 解 . 


解 ” 对 固定 的 t, (17) 关于 v 看 作 z 函数, 是 二 阶 常 系数 线性 常 微 (在 第 1.1 
节 讨 论 过 ). 如 c > 0, 则 对 每 个 固定 的 t, 解 具 有 形式 cl sin VEz + cz cos Ver. 然 
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而 , 当 t 变化 时 , cl 和 co 的 选择 也 会 变化 ( 即 , 它们 可 以 是 t 的 函数 ). 因此 , (17) 
的 通 解 是 

u(x,t) 三 万 (sin Vcz + folt) cos Vez, 
其 中 fi 和 局 是 任意 C2 函数 . c= 0 和 cc < 0 情形 的 通 解 分 别 为 


u(x,t) = f(t)z + folt) 和 ul(z,t) = fi(t)eVvlls + fo(t)e™ vlclz. 口 


例 9 求 
Uy 十 Wy 一 2 (18) 
的 通 解 wu = u(x,y). 
解 通过 固定 x, 可 把 (18) 看 作 以 y 作为 自 变量 的 二 阶 非 齐 次 线性 常 微 . 
一 特 解 为 u(z,y) = zy， 相 应 的 齐 次 方程 的 辅助 方程 是 r? +r = 0， 具 有 根 0 
和 一 1. 相 应 的 齐 次 方程 的 通 解 加 上 特 解 , 记 住 任意 常数 可 以 依赖 于 z, 得 (18) 的 
通 解 
u(z,Y) = TYy + f(r) + g(T)e Y, (19) 
其 中 f(z) 和 9(z) 是 任意 C2 图 数 . 也 可 先 关于 y 积分 来 解 (18), 得 一 阶 线性 常 
微 (其 中 zx 固定 ) 


ty + u= zy + h(x). (20) 
(20) 两 边 乘 积分 因子 ey, 得 
区 ed = zyVey 十 eyh(z) 或 egu = z(yey 一 ey) + eyj(z) 十 大 (z). 


于 是 , (18) 通 解 的 又 一 形式 为 
uzT,Y) = TYy— T+h(r) +k(r)e YY, h,k eo?. (21) 


(19) 和 (21) 看 起 来 不 同 , 但 它们 其 实 是 等 价 的 . 确实 , 把 函数 -z 加 到 任意 函数 
h(z) 简单 地 就 得 到 为 一 个 任意 函数 , 它 可 跟 (19) 式 中 的 f 等 同 . 不 同 的 方法 常 
导出 通 解 表现 形式 的 不 同 , 但 在 下 述 意义 下 它们 实际 上 是 等 价 的 , 即 当 任意 函数 
变化 时 它们 生成 相同 的 解 族 . 口 
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下 面 举例 说 明 分 离 变量 法 . 
例 10 利用 分 离 变 量 , 求 带 有 与 温度 有 关 的 散热 装置 的 热 方 程 , 即 


Ut 一 WUrz = —u, 人 一 2(Zt)， (22) 


的 乘积 解 . 
解 把 乘积 形式 解 u(x,t) = f(z)g(t) 代入 (22), 得 
f(z)g'(t) — f" (x)g(t) = —f (x)g(t). (23) 
然后 分 离 变量 , 使 得 变量 x 的 函数 只 出 现在 一 边 , 而 变量 上 的 函数 只 出 现在 另 
一 边 . 如 这 是 可 能 的 , 通常 可 先 除 f(z)g(t) 然后 再 重新 整理 得 : 


oe) se) 
g(t) f(z) 


一 个 z 的 函数 跟 一 个 t 的 函数 相等 , 唯一 的 情形 是 这 两 个 函数 等 于 相同 的 常数 ， 
记 作 入 于 是 ,(24) 分 解 成 两 个 常 微 , 即 


(9 (1 


(24) 


+I=、A 或 g 鸭 +(-AgG)=0 (25) 
和 Lh 
5 全 = 和 或 f(z) -Af(z) =0. (26) 


(25) 的 通 解 是 g(t) = Cexp(( 和 A 一 1)t). (26) 的 通 解 形式 依赖 于 入 > 0, 入 < 0 或 
入 = 0. 如 入 <0, 则 f(z) = clsin VIAz + czcos VIAz, 这 时 乘积 解 f(z)g(t) 为 


u(x,t) = (cl sin(VIAz) + cz cos( VIA|z)) exp(( 和 A — 1)t). (27) 


注意 , 不 失 一 般 性 , 任意 常数 C 已 经 吸收 到 cy 和 cs 中 .( 对 于 情形 入 > 0 和 
入 = 0, 见习 题 5.) 口 
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注 记 1 注意 (27) 不 是 一 般 解 , 因为 其 中 不 含有 任意 函数 . 因此 , 由 分 离 变 
量 得 到 的 解 通常 远 不 是 通 解 . 然而 , 如 偏 微 是 线性 和 齐 次 的 , 则 根据 第 1.2 节 的 
得 加 原理 , 乘积 解 的 线性 组 合 (对 不 同 的 ) 仍 将 是 解 . 用 这 种 方法 得 到 的 解 对 
应 用 来 说 常常 是 足够 一 般 了, 就 如 后 面 第 三 章 中 反复 见 到 的 那样 . 口 

注 记 2 一 位 经 验 丰 富 的 分 离 变 量 擅长 者 , 比方 说 某 某 ( 女 ) 博士 , 事先 意识 
到 令 人 讨厌 的 平方 根 和 绝对 值 符号 会 出 现在 (27) 的 解 中 . 为 了 避免 它 , 这 位 博 
土 把 这 个 负 的 分 离 常数 和 写成 -X? 形式 ， 和 > 0, 则 这 位 博士 不 仅 得 到 与 (27) 
等 价 的 更 漂亮 的 解 


u(x,t) = (cl sin(Xz) + ca cos(Xz)) exp(—(X* + 1)t), 


而 且 也 令 无 经 验 的 学 生 对 她 的 才华 称奇 . 但 愿 这 个 注 记 能 消除 读者 的 迷惑 ， 口 
例 11 求 下 面 横向 振动 薄膜 在 点 (z,y) 时 刻 t 处 振幅 w(z,y, 的 波 方程 
某 些 非 零 的 乘积 解 : 
Utt = Uzrz 十 Uyy: (28) 
解 对 函数 X,Y 和 了 , 令 w(x,y,t) 具有 形式 X(z)Y(y)T(t). 函数 的 这 个 
记号 有 助 于 循 着 函数 所 对 应 的 变量 . 把 带 入 (28), 得 


TV 村 ph Yr 
FT 
一 个 上 的 函数 等 于 一 个 > 和 y 函数 , 只 有 当 这 些 函 数 都 是 常数 时 才 可 能 . 因此 ， 
T" 0 
元 = 和 或 灵 -MT=0 (29) 
和 p Y’ Xx’ Ye 
+ 广 =A 或 一 = 和 -A (30) 
(30) 中 后 面 方程 的 两 边 必 为 一 常数 , 记 作 y( 为 什么 ?). 则 得 
7 一 XT=0， 
X”"—1X=0, 
和 (31) 


Y’”+(4— NY =0. 


有 多 种 可 能 性 , 它们 取决 于 A, yj 和 一 和 的 符号 . 因为 我 们 的 目的 不 是 得 出 每 
个 可 能 的 乘积 解 , 所 以 将 做 一 些 选择 以 便 得 出 一 个 普通 的 解 族 . 对 常数 a, b 和 
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c, 令 和 =-a2 一刀 ,1 = 一 ao2, 4 一 入 = 了. 然后 选 (31) 的 某 些 特 解 , 得 一 非 零 的 
乘积 解 解 族 
cos(Va2 + b2t) sin(ax) sin(by). (32) 


当然 , 在 (32) 中 可 用 正弦 替换 余弦 以 及 每 个 正弦 用 余弦 来 替换 ; 有 八 种 可 能 性 . 
通过 对 这 八 种 可 能 性 组 成 一 个 线性 组 合 , 根据 又 加 原理 , 就 得 到 一 个 更 大 的 解 族 . 
甚至 可 用 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 来 替换 (32) 中 所 有 的 正弦 和 余弦 , 仍然 得 到 有 效 
的 乘积 解 解 族 . 事实 上 , 这 样 的 解 族 可 由 置 入 = a2 十 刀 , 灵 =a2 和 风 一 入 = 一 好 
得 到 ( 见 第 1.1 节 习 题 18). 口 


概要 1.3 
1. 通 解 : 一 偏 微 的 通 解 是 该 偏 微 所 有 解 的 集合 . 


2， 一 般 解 : 一 个 m 个 独立 变量 未 知 函 数 的 n 阶 偏 微 的 一 个 解 称 为 是 一 般 
解 , 如 果 解 中 含有 ni 个 m 一 1 个 变量 的 任意 C" 函数 . 例 3 和 例 4 表明 通 解 未 
必 是 一 般 解 , 而 且 一 般 解 不 必 是 通 解 . 


3. 常 微 技 巧 如 果 一 个 偏 微 只 涉及 一 个 独立 变量 的 偏 导数 , 则 这 样 的 方程 
可 看 作 单 变量 未 知 函数 的 常 微 , 其 中 其 他 的 变量 视 为 固定 . 在 解 的 表达 式 中 , 任 
意 常数 用 这 些 剩余 变量 的 任意 函数 来 代替 . 


4. 分 离 变量 : 分离 变 量 法 是 用 来 求 形式 ftz)g(y) 的 解 u(z,y)( 如 果 有 的 话 ). 
这 样 的 解 称 为 乘积 解 . 把 乘积 解 的 形式 代 和 人 偏 微 , 可 尝试 得 到 有 关 z 的 在 方程 
的 一 边 而 有 关 y 的 在 方程 的 另 一 边 的 表达 式 ( 即 , 尝试 进行 分 离 变量 ). 如 果 这 
是 可 能 的 , 则 方程 两 边 可 令 为 常数 , 并 得 到 关于 f(z) 的 常 微 和 关于 g(y) 的 常 微 . 
对 于 三 个 或 更 多 变量 的 未 知 函 数 , 要 施行 多 步 分 离 变量 步 又. 用 这 种 方式 获得 
的 解 通常 远 不 是 偏 微 的 通 解 . 


练习 1.3 
1. 用 直接 积分 法 求 下 列 偏 微 的 通 解 . 


(a) Ve 一 37? 让 32， uu 二 ul(z, y), (b) Uzry = rz2y, 公 王 u(z, y), 
{c) uzyz = 0, u = u(z, y, 2), (d) wzt: = exp[27 + 3t], 1 = u(z, t). 


81.3 通 解 和 基本 技巧 “ 49， 


.利用 常 微 技巧 求 下 列 偏 微 的 通 解 . 
(a) uz — 2u = 0, (b) yu +u = 7, 
(c) Uz 十 27u 一 47Ty, (d) YUry + 2uz 一 了 (提示 先 对 I 积分 )， 


(e) uyy 一 z2u = 0. 
. 求 习题 2 中 (a)~(e) 的 偏 微分 别 满足 下 面 的 侧 边 条 件 的 特 解 . 
(a) u(0,y) = y, 
{b) wu(z, 1) = sin z, 
(c) wu(z,z) = 0( 即 , 在 直线 y =z 上 = 0)， 
(d) wu(z,1) = 0 和 wv(0,y) = 0, 
(e) u(xz,0)=1 和 wy(z,0) = 0. 
. 用 分 离 变量 法 求 下 列 偏 微 的 一 个 非 零 解 族 . 不 必 求 这 个 过 程 的 最 一 般 的 解 . 
(a) ut = 21zz, t= ul(7,t), (b) wz = duy, 4 = ul(z, Yy), 
(c) ui = l6uzz, u = ul(7,t), (d) ut = tzz + Uyy, 1 = u(r, yt), 
(e€) Uzz + Uyy + Uzz = 0, wu = u(r,y,2). 
. 求 例 10 中 偏 微 在 分 离 常 数 ( 即 和 ) 是 正 数 或 等 于 零 的 情形 时 的 乘积 解 . 当 分 离 常 数 是 正 
数 时 , 求 一 等 价 的 乘积 解 (如 注 记 2), 它 不 含有 平方 根 . 
. 第 1.2 节 用 了 形式 为 er* 的 试验 解 求 得 了 某 些 常 微 的 特 解 . 高 维 类 似 的 替代 (比如 ， 
u(Z,y) = exp(7Z 十 sy), 其 中 > 和 s 为 常数 ) 称 为 指数 替代 . 利用 指数 替代 求 下 列 偏 微 
的 一 个 非 零 解 族 . 

(a) 2uz + 3uy 一 2 = 0, u = u(z, Yy), 

(bj 4uzz 一 4uzy + uyy = 0, wu = w(x,Y), 

(c) wzyz — LU = 0, u = u(r,y,2), 

(d) wzz + Uyy = 14exp(27 + y), u = u(x, Y), 

(ej uzz + Uyy = u, u = u(r,Y). 
.考虑 问题 wzz 十 Uzy 十 Uyy = 0, 令 以 二 w(x,y) = f(z)g(y), 并 尝试 用 分 离 变 量 法 , 得 
f"(z)g(y) + f(z)g'(y) + f(r)g"(y) =0 

f"(z (xz 而 
由 各 jg 0 生计 语 =- 弗 +5 


(b) 由 (a) 推断 , 若 en 不 是 常数 , 则 2 2 区 是 常数 , 记 作 s. 


(9 由 (b) 推 得 g(y) =cew 各 = s?. 
(d) 证 明 1*(z) + sF'(z) + s2f(z) = 0. 解 这 个 关于 f(z) 的 常 微 , 得 解 
u(T,y) = (ca cos(3V3sz) 十 c2 sin(3V3sz)) exp(s(y 一 37)). 


.对 下 面 偏 微 , 求 出 某 些 常数 a 和 5 (不 全 为 零 ), 使 得 u(z,y) = f(az + by) 是 一 般 解 , 其 
中 了 是 任意 C1 函数 . 
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10. 


11. 


12. 


(a) uz + 2u, = 0, (b) 5uz + 6uy = 0, 
(c) cuz + duy = 0， 对 任意 常数 c 和 4d. 


. 利用 习题 8 的 技巧 , 求 下 面 偏 微 满足 给 定 侧 边 条 件 的 解 . 解释 为 何不 能 用 分 离 变量 来 


(a) uz + 2uy = 0, u(x,0) = 7， 
(b) wz + 3uy = 0，u(z,2z 十 1) = 7?, 
(c) 3uz 一 4uy = 0, u(x,7) = Z2 — 7, 
(d) wz + 2uy = 2z + 4y, u(0,y) = + 1. 
提示 “对 于 (d), 先 求 出 形 如 azx? + by” 的 特 解 up(z,9y). 


对 给 定 的 常数 4, B 和 C, 考虑 二 阶 偏 微 Auzz 十 Buzy 十 Cuyy = 0. 证 明 若 妃 ? 一 44C > 
0 ( 即 , 该 偏 微 是 双 曲 的 ), 则 该 偏 徽 有 形 如 uk(z,y) = f(az 十 by) 十 g(cz 十 dy) 的 一 般 
解 , 其 中 a, b, c 和 d 是 实 常数 , f 和 9 是 C2 函数 . 

提示 假设 u(z,y) = h(rr 十 sy), 得 Ar? 十 Brs 十 Cs?==0, 固定 + 解 s. 


参看 例 4, 考虑 偏 微 uz = w?, 定义 


=1 

一 一 一 一 一 一 ) 0 5 

Ny fer y>0 和 zg(y) 
0， 2 芭 0. 


(a) 证 明 若 g(y) = %2, 则 wuw(z,y)，uz(z,y) 和 wy(z,y) 在 z- 轴 上 的 点 连续 . 推断 , 除 
了 曲线 z = -vy-?, y > 0 上 的 点 ,4 是 C1 的 ( 且 是 wz = w? 的 解 ). 
(b) 令 g(y) =y-. 证 明 wy(z,y) 在 z- 轴 上 不 连续 , 因为 这 时 当 y 穿 过 0 时 wy(z,y) 
有 跳跃 为 什么 这 隐 含 着 u(x,y) 不 是 偏 微 wz = ?2 在 整个 平面 上 去 掉 曲 线 x = 
-3 > 0 上 的 点 所 组 成 的 区 域 上 的 解 ? 
下 面部 分 关注 波 方程 ut = c?uzz 的 解 u(z,t) = f(z 十 ct) 十 g(z 一 ct), 其 中 ff 和 9g 是 
C? 函数 . 
(a) 令 w(z,t) = f(z 十 ct). 假设 对 每 个 固定 的 时 间 t 画 出 w 作为 > 函数 的 曲线 图 . 证 
明 当 + 推进 时 , 曲线 图 以 速度 c 往 左 运动 . u(z,t) = g(z 一 ct) 怎样 ? 
(b) 证 明 若 对 所 有 的 zx 和 t+ 上 有 jz+ch=g(z 一 ci 则 六 和 9 必 为 常数 . 
(c) 由 (b) 推出 不 论 是 f(z 十 ct) 还 是 g(z 一 ct) 都 不 能 从 解 u(z,t) = f(z+ct)+g(z 一 ct) 
中 除去 , 不 然 在 此 过 程 中 会 损失 解 . 
(d) 直接 验证 

u(z,t) = 3[h(z + ct) + h(z — et))] 
满足 偏 微 utt = c*uzz 及 IC. 


u(x,0) = h(z) 和 wi(7z,0) = 0. 


第 二 章 ”一 阶 偏 微 


在 大 多 数 偏 微 教程 中 , 一 阶 偏 微 通常 受到 简单 的 处 理 . 原因 之 一 是 具有 很 
明显 应 用 意义 的 偏 微 即 , 热 方程 , 波 方程 和 Laplace 方程 , 都 是 标准 的 二 阶 偏 微 . 
再 者 , 一 阶 偏 微 的 理论 局 部 上 可 转化 为 一 阶 常 微 方程 组 的 研究 , 这 大 概 是 另 一 课 
程 的 主题 . 这 里 将 发 现 一 阶 偏 微 有 多 种 应 用 . 还 有 , 在 一 阶 偏 微 的 研究 中 某 些 整 
体 拓扑 上 的 考虑 使 得 这 一 理论 不 仅仅 只 是 对 常 微 方程 组 的 研究 . 

第 2.1 节 , 通过 引入 变量 的 线性 变换 求解 常 系数 一 阶 线性 偏 微 , 该 变换 将 
偏 微 转化 成 一 组 依赖 参数 的 常 微 . 这 个 理论 应 用 于 种 群 分 析 和 存货 量 分 析 . 第 
2.2 节 , 讨论 变 系数 一 阶 线性 偏 微 . 这 是 通过 作 变 量 的 非 线性 变换 来 进行 的 , 使 
得 当 除 了 一 个 新 的 变量 其 余 的 新 变量 都 保持 固定 时 , 得 到 一 特征 曲线 , 偏 微 沿 
着 该 特征 曲线 成 为 这 新 变量 的 常 微 . 通过 把 这 些 曲线 上 常 微 的 解 拼合 起 来 , 来 说 
明 某 些 整 体 考虑 是 怎样 产生 的 .给 出 了 在 空气 流 和 微分 几何 上 的 应 用 . 第 2.3 
节 , 展示 特征 方法 是 如 何 推 广 到 三 维 一 阶 偏 微 , 其 中 特征 方法 是 用 来 求解 相关 
的 二 维 一 阶 拟 线性 偏 微 . 在 很 多 可 能 的 应 用 中 ,展示 了 拟 线性 偏 微 在 交通 流 和 
非 线 性 连续 介质 力学 的 研究 , 特别 有 关 激 波 现象 的 研究 中 是 怎样 产生 的 . 在 选 
修 的 第 2.4 节 , 引入 更 多 有 关 任 意 非 线性 一 阶 偏 微 的 理论 , 且 包 含有 具 可 变 的 波 
传播 速度 非 齐 次 介质 波 面 运 动 的 研究 方面 的 应 用 .此 外 , 在 这 个 应 用 中 可 见 到 
Hamilton-Jacobi 波 /粒子 二 重 性 理论 , 该 理论 预示 了 存在 于 量子 力学 基础 中 类 似 
的 二 重 性 . 
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82.1 一 阶 线 性 偏 微 ( 常 系数 ) 
也 许 偏 微 最 平凡 的 类 型 是 一 阶 线性 偏 微 


auz + buy + cu = f(z,Y), u = u(r,Yy), ot+b > 0， 


其 中 a, b 和 c 是 给 定 的 常数 , f(z,y) 是 给 定 的 连续 函数 . 我 们 第 一 个 主要 目标 
是 求 出 (1) 的 通 解 . 当 b= 0 的 容易 的 情形 时 , (1) 是 


auz(T,Y) + cu(z,y) = f(z,Y), (2) 


此 为 (对 固定 的 y) 作为 z 的 函数 u(z,y) 的 一 阶 线性 常 微 . 遵循 第 1.1 节 概 要 中 
的 过 程 , 通过 先 除 a (a 汉 0) 然后 乘积 分 因子 ec 人", 可 求解 (2). 于 是 


Ou c 1 
cr/a—™ ca/G— . ed ; cr/a 
eV F(TY) te u(r,Y) af) 


了 0 1 
Bi vc) = ace 
两 边关 于 z 积分 然后 乘 e-“*/。, 得 (2) 的 通 解 , 即 


ul 可 =eee( f f(r, we/edz + Cy), (3) 


其 中 C(y) 是 任意 y 的 C1 函数 . 这 种 方法 的 成 功 主要 依靠 了 (2) 中 不 出 现 ws 
这 样 的 事实 . 正 是 这 个 事实 才能 把 (2) 看 作 常 微 . 

为 了 处 理 更 一 般 的 b 头 0 的 情形 , 先 注意 到 auz + py 是 向 量 ai+ 6j 与 梯度 
Vu = Uzi 十 uyj 的 点 积 , 因此 auz + buy 本 质 上 是 v 在 向 量 ai+ 放 方向 的 导数 . 
对 zy- 平 面 引入 新 坐标 系 , 使 得 新 坐标 轴 之 一 指向 ai+ 妆 方向 , 则 aus + bu 将 
与 忌 关于 新 坐标 那个 轴 的 变量 标记 的 偏 导 成 比例 , 且 把 (1) 式 转化 成 在 新 坐标 
下 (2) 的 形式 . 为 了 求 相 应 的 变量 变换 , 先 注意 形 如 如 -ay = d (其 中 d 是 任意 
常数 ) 的 直线 族 都 具有 和 斜率 b/a, 因此 这 些 直 线 平行 于 方向 ai + 好 . 选 新 坐标 为 
(w,z), 使 得 这 些 直线 族 成 为 新 坐标 线 族 , 比如 w = d. 具有 这 个 效用 的 一 个 简单 
的 变量 (或 坐标 ) 变换 为 


w= br—ay, z=Y, (4) 
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于 是 新 坐标 线 族 w = d 就 与 直线 族 如 - ay = d 重合 . 直线 z = 常数 与 直线 
y = 常数 相同 , 它们 跟 z- 轴 平行 . 这 里 假设 b 关 0, 这 样 变换 (4) 是 可 逆 的 : 


由 下 式 定 义 新 函数 v 


v(w,z) 三 u(r,y) = u(z(w 十 az),z). 


注意 到 v(w,z) 就 是 以 新 坐标 (w, z) 来 表示 的 u(x,y)， 由 上 面 的 注解 ， 可 认为 
avuz 十 buy 跟 vz 成 比例 , 因 ouz + buy 是 二 沿 直线 w = 常数 的 导数 . 的 确 ， 


auz + buy = a(Vwwz 十 UVzzz) + b(viwy + va2y) = (ab — ba)vw + bv, = bv;. 


于 是 , 在 变量 (w, >) 下 方程 (1) 可 重 写成 


bos + cv = f (5(w+ az,2). (5) 


这 个 方程 具有 简单 形式 (2), 即 是 一 个 依赖 于 参数 w 的 常 微 . 我 们 知道 如 何 解 
(5) 中 的 w 于 是 , 利用 w(z,y) = v(w,z) 和 (4), 问题 (1) 的 解 就 由 wu(z,y) = 
v(bz 一 ay,y) 给 出 . 通过 做 变量 变换 已 把 问题 (1) 转化 成 更 简单 形式 (5), 这 种 变 
量变 换 使 得 当 新 变量 中 的 一 个 变量 保持 常数 时 , 得 到 直线 族 bz - ay = d 的 一 个 
构架 . 


与 ai 十 革 平行 的 直线 bz - ay = d ( 即 , 具有 和 斜率 b/a), 称 为 偏 微 (1) aws 十 


buy + cu = f(z,y) 的 特征 线 . 


因此 , 常 系数 一 阶 线性 偏 微 用 一 由 特征 线 作 为 它 的 坐标 线 的 新 坐标 系 来 表示 时 
会 变 得 非常 简单 . 
例 1 求 偏 微 的 通 解 : 


3uz 一 2 +u= 7r, r= u(r,y). (6) 
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解 特征 线 具 有 和 斜率 -3. 它们 构成 了 直线 族 2z + 3y = d 于 是 , 作 变 量 
变换 
人 es (7) 


令 uluw,z) = u(x,Y), 有 3uz — 2uy = 3(wwwz 十 vzzz) — 2vVwwy + vzy) = 3(uu : 
2) 一 2(v; 十 vw :3) = 一 2v;. 于 是 , 偏 微 (6) 成 为 

一 2Vz 十 V 一 5(w 一 3z)， {8) 
除 -2 然后 乘积 分 因子 e-*/2, 得 

全 (e-*/2y) = ie™/2(w 一 3z). 
把 w 看 作 固定 , 对 z 积分 , 得 
e™*/2v(w, z) = -和 /ea 十 3 /ze /as + C(w) 
Swe-*/? 了 T(ze-/? 全 大 二 J eC-2as) OW) 

= es/2(3w 一 2z 一 3) 十 C(w)， 


其 中 C(w) 是 w 的 任意 函数 , 假设 为 C1( 即 C'(w) 是 连续 的 ), 于 是 , 有 v(w,z) = 
3(w 一 3z 一 6) 十 e*/2C(w), 并 利用 (7) 得 通 解 


1 
u(x,Yy) = 3(27 +3y—3y—6)+ey/?2C(2r+3y) =z 一 3+e2C(2z 二 30)，(9) 
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C(2z+3y) 是 2z+3y 的 任 一 C1 函数 ,如 (2z 二 3y)2，exp(2z 十 3y)，| sin(2z 十 3y)|3/2 
等 等 . 关于 C 的 Cl 假设 是 为 了 w(z,y) 是 01 的 需要 . 口 

注 记 如 在 (9) 式 中 取 C 为 零 郴 数 , 则 得 特 解 wy(z,y) = x 一 3. 对 C1 郴 数 
C 的 任意 选取 , 得 相应 的 齐 次 偏 微 3uz 一 2u, +v= 0 的 解 


uh(Z,3) = ew 2C(2z + 3y). 


的 确 ， 
Duy/2 0 y/2 /2 
3 二 (ey%2C(2z + 3y)) — 2 (ey/*C(27 + 3y)) + es/*C(27 + 3y) 
Dr Oy 
= 3ey/2C'(2z + 3y) .2 一 2ey2. 2C(2z + 3y) 


—2ey/20"(27 + 3y) .3+ ey/?2C(2z + 3y)=0. 


通 解 (9) 是 特 解 wu 与 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 un 之 和 . 通过 对 C 选 特殊 的 函数 
可 得 到 其 他 的 特 解 . 比如 , 取 C(2z 十 3y) = 2z+3y, 得 特 解 z 一 3 十 ey/?(2z 十 3y). 
则 (6) 的 通 解 可 写 为 


u(Z,Yy) 一 Z 一 3 十 ew2(2z 十 3g) 十 exw2D(2z + 3y), (10) 


其 中 D(2z + 3y) 是 2z + 3y 的 任 一 Cl 函数 . 解 (9) 和 (10) 都 是 正确 的 , 当 C 
和 取 遍 所 有 的 C1 师 数 , (9) 和 (10) 都 生成 所 有 解 的 集合 , 在 这 样 的 意义 下 它 
们 实际 上 是 等 价 的 . 因此 , 两 个 通 解 的 表达 式 看 上 去 可 以 不 同 , 然而 两 个 都 是 正 
确 的 . 当 把 自己 的 习题 答案 与 提供 的 习题 答案 对 照 时 要 记 住 这 个 事实 . 还 要 注 
意 虽 然 本 质 上 新 变量 之 一 是 取 作 2z+ 3y 的 函数 , 而 另 一 个 变量 的 表示 可 取 作 zx 
和 y 任 一 线性 组 合 , 只 要 这 个 组 合 不 是 2z + 3y 的 一 个 乘 子 . 例如 , 可 用 下 面 的 
变换 来 替代 变换 (7) 


erg | far (11) 


2 一 2 y= 41(w—2z) 


由 这 个 变量 变换 得 到 (替代 (8)) 方程 3v, + uv = z, 其 解 为 v(w,z) = z 一 3 十 
e-*/3G(w), 其 中 G 是 任意 C1 函数 . 于 是 ， 


uz,Yy) =7—3+e /3G(2r+3y)=7—3+e/?e (2+)/6G(27 + 3y), 


与 (9) 等 价 . 口 
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在 许多 情况 , 尤其 在 应 用 上 ,人 们 对 求 满足 给 定 的 侧 边 条 件 的 特 解 感 兴趣 . 
对 方程 (1), 一 个 适当 的 侧 边 条 件 也 许 是 要 求 u(z,y) 在 某 条 直线 上 的 点 具有 指 
定 的 值 . 这 样 的 条 件 具 有 形式 


u(x, mz + d) = g(7z), (12) 


其 中 g(z) 为 某 个 给 定 的 C1 函数 , m 是 直线 的 斜率 , d 是 y- 轴 上 的 截 距 ， 当 直 
线 是 垂直 ( 具 无 穷 大 斜率 ) 的 情形 , 条 件 (12) 须 得 由 条 件 u(d,y) = g(y) 来 代替 ， 
其 中 d 是 垂直 线 的 z- 轴 截 距 ， 在 下 面 的 例子 将 看 到 这 样 的 条 件 通常 足以 完全 
确定 总 是 出 现在 通 解 表达 式 中 的 任意 函数 . 然而 , 有 一 个 重要 的 例外 . 如 果 施 加 
侧 边 条 件 的 直线 碰巧 是 偏 微 的 特征 线 时 , 则 侧 边 条 件 就 不 能 唯一 确定 一 个 解 . 确 
实 , 在 这 种 情形 , 为 了 解 存在 , 将 发 现 (12) 中 的 函数 g(y) 必须 具有 特殊 形式 . 如 
9(y) 具有 这 种 特殊 形式 , 则 将 发 现 偏 微 (1) 有 无 穷 多 满足 侧 边 条 件 (12) 的 解 . 
例 2 求解 下 面 给 定 侧 边 条 件 的 偏 微 : 


Uz — Ut+2u=1, ur,0)= 22. {13) 


解 这 里 侧 边 条 件 指定 了 v 在 z- 轴 上 的 值 . 先 求 偏 微 的 通 解 , 然后 试图 满 
足 侧 边 条 件 . 特征 线 具 有 和 斜率 -1 且 具 有 形式 z +y = d. 因此 , 作 变量 变换 


1 oo 

z=Yy ” |y=z 

然后 定义 v(w,z) = w(z,y)，(13) 中 的 偏 微 化 为 -us + 2v = 1, 可 得 v(w,z) = 
十 e2*C(w), 其 中 C 是 任意 C1 函数 . 于 是 得 偏 微 (13) 的 通 解 


u(xz,y) = 3 + e2yC(z 十 切 . (14) 


现在 须 选 取 吨 数 C 使 得 侧 边 条 件 wu(z,0) = zx2 满足 由 (14), 得 w(x,0) = 
二 + C(z). 因此 ,上当 + C(z) = z2 或 C(z) = z2 -去 在 知道 C 对 任意 实数 取 什么 
值 (例如 ,C(3) = 3? - 志 这 样 的 意义 下 , 完全 确定 了 函数 C. 特别 , 知道 对 任意 
的 z 和 yz 的 值 , C(z +y) = (z+y)? 一. 于 是 , 具 给 定 侧 边 条 件 偏 微 的 唯一 解 为 


u(x,Yy) = 3 二 esy((z 十 9)2 一 3 
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注 记 有 些 学 后 会 陷 人 确定 函数 C 的 困难 . 例如 , 不 要 因为 C(xz) = zx? 一直 
就 错误 认为 有 C(z+y) = z2-- 直 . 还 有 , 几乎 总 是 这 样 , C(z+y) = C(z)+C(y) 是 
不 真 的 . 例如 ,log(z+y) log z+logy, sin(z+y) sinzw+siny, (z+y)? 天 52 十 02， 
等 等 有 些 学 生 对 把 结果 C(z) = zx? -去 简单 地 用 z 十 y 变换 zx 得 到 正确 结果 
C(z+y) = (7 二 2 一 二 有 异议 . 异议 在 于 z+y 不 是 >, 除非 y 正好 是 零 ( 即 , 凭 什 
么 用 某 个 不 等 于 z 的 来 变换 z?). 这 个 异议 可 用 下 面 来 避免 . 公式 C(z) = z2 一 和 
表明 C 是 这 样 的 函数 , 它 把 每 个 数 赋值 为 该 数 的 平方 减 去 3. 函数 Clr) = 7? 一 i 
刻画 了 相同 的 函数 . 换 句 话说 , 用 来 反映 函数 的 变量 是 可 以 变化 的 , 而 这 种 变化 
不 会 改变 函数 . 因此 , 用 Clr) = ”2 一 上 来 代替 C(xz) = z2 一 二 然后 令 > = xz 十 y. 
这 样 , 异议 z+y 关 zz 就 消除 了 . 口 
例 3 求解 具 侧 边 条 件 w(z,4z +2) = 0 的 偏 微 wz + 2uy 一 4u = er+y. 
解 这 里 侧 边 条 件 要求 v 在 直线 y = 4z + 2 上 等 于 零 . 特征 线 具 有 形式 
”2z 一 y = 常数 , 则 作 变 量变 换 
WwW=27—y T= (w+ 2z) 
Zz 二 TY y = #$(2z ~ ww) . 
记 住 z 的 选择 本 质 上 是 任意 的 . 这 里 的 选择 是 由 这 样 的 事实 所 激发 : 在 偏 微 中 
若 令 z = 7 十 y, 则 ez+y 就 简单 地 变 为 ez. 对 v(w,z) = u(T,y), 有 uz 十 2uy = 
(Vwwz 十 wzzz) 十 2(wwty + vzy) = (2 — 2)vw + (1 + 2)v: = 3v:. 因此 , 偏 微 成 为 
3v; 一 4v = e*, 由 此 得 
v(w,z) = 一 ez 十 etz/3C(w) 或 u(z,y) = -ety + eltW)/3C(2z — y). (15) 
指数 为 4(z +y)/3 = -4(2z 一 y)/3 + 4zr. 于 是 , 可 把 (15) 重 写 为 
u(x,y) = erty 十 edz (ez -13C(2z —y)) 或 u(z,y) = -ety + el D(2z yy), 
(16) 
其 中 DD 为 任意 C1 函数 . 为 了 满足 侧 边 条 件 , 则 必 有 
0=u(z,47+2) = 一 esz+2 + esD(-2z— 2). 
换言之 , 函数 D 须 如 此 来 选 
D(-2z Se 2) es es?+2/e4z = ez+2 
为 了 求 限 数 D, 利 用 下 面 的 技巧 . 令 7 = -2z 一 2, 并 注意 z= 一 (7 十 2). 则 


D(r) = D(—27 一 2) 一 ez 十 2 一 e 一 去 (十 2) 十 2 二 e 一 和 7r+1. 
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于 是 , D 是 由 公式 D(r) = etr+l 确定 的 函数 , 具 侧 边 条 件 的 偏 微 的 解 是 


u(z,Yy) = 一 ez+y 十 e4ze 一 去 (2z 一 y)+1 一 erty 十 e3z 十 区/ 十 1 (17) 


如 是 用 (15) 的 通 解 形式 , 则 由 侧 边 条 件 u(z, 4z + 2) = 0 能 确定 这 任意 函数 C. 
虽然 C 会 与 DD 不同, 但 读者 可 验证 最 后 结果 (17) 是 相同 的 . 因此 , 确实 没有 必 
要 对 指数 作 任 何 精巧 的 变换 , 尽管 (16) 看 上 去 比 (15) 更 整洁 些 . 口 
在 例 3, 侧 边 条 件 给 在 直线 y = 4z 十 2 上 , 该 直线 不 是 斜率 为 2 的 特征 线 之 
一 . 用 与 例 3 同样 的 偏 微 , 接 下 来 (参看 下 面 的 例 4 和 例 5) 举例 说 明 当 侧 边 条 
件 是 给 在 特征 线 土 时 会 发 生 什么 情况 . 
例 4 试 解 具 侧 边 条 件 u(z,2z -1) = 0 的 偏 微 wz 十 2uy 一 du = ez+y. 
解 在 例 3 中 (参看 (16)) 已 求 得 偏 微 的 通 解 w(z,y) = -er+Y+e4rD(2z 一 y). 
侧 边 条 件 给 在 特征 线 y = 2z -1 上 , 由 此 得 
0= u(r,27—1)= -ee !1+eYD(1) 或 D(1) = el. (18) 
不 论 如 何 选取 D，D(1) 总 是 常数 , 而 e-*-1 不 是 z 的 常 值 函数 . 于 是 , 侧 边 条 
件 u(z,2z 一 1) = 0 无 法 满足 , 所 以 问题 无 解 . 这 里 可 看 出 问题 在 于 侧 边 条 件 给 
在 一 条 特征 线 上 , 而 D(2z - y) 在 这 样 的 直线 上 总 是 取 常 值 . 这 就 使 得 无 法 确定 
因 数 DD, 而 且 具 典型 地 (但 不 总 是 , 参看 例 5) 得 到 像 (18) 中 的 矛盾 , 因此 问题 
无 解 . 当 侧 边 条 件 是 在 非特 征 线 的 直线 上 , 任意 函数 的 变量 (例如 ,2z - 妇 不 是 
常数 , 则 该 函数 就 像 例 3 那样 可 求 得 . 口 
例 5 求 偏 微 wj + 2uv 一 4u = er+y 满足 侧 边 条 件 (zx,2z) = -eaz +edz 的 
解 . 
解 如 同 例 3, 偏 微 的 通 解 为 
u(x,y) = 一 ez+y + esD(27 — vy). 
由 侧 边 条 件 (给 在 特征 线 y = 2z 上 ) 得 


-e+e =u(7r,27) = 一 eaz 十 ed.D(0). 


在 这 种 情形 , 条 件 能 满足 , 只 要 选取 C1 函数 D 使 得 D(0) = 1 即 可 . 有 无 穷 多 
满足 D(0) = 1 的 C1 函数 D, 例如 ， 


D(r)=r+1, D(r)=cosr 和 Dr) = er. (19) 
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对 应 于 (19) 的 选择 , 分 别 有 如 下 的 解 


u(x,y) = 一 ez+y + et(2z 一 十 1)， wu(z,y) = 一 ez+y 十 ee” cos(27 — y) 


和 w(x,y) = 一 ez+y + elre2rY. 


所 有 这 些 函数 既 满足 偏 微 又 满足 侧 边 条 件 . 在 例 5 未 出 现 矛 盾 是 由 于 在 侧 边 条 
件 中 函数 -esz + esz @ 的 特殊 选取 . 确实 , 为 了 不 出 现 矛 盾 , 必须 选取 这 函数 
具有 特别 形式 -esz + ke4*,k 为 某 常数 . 除了 D(0) = 上 则 C1 函数 D 应 该 是 
任意 的 . 因此 , 可 见 在 特征 线 上 给 定 侧 边 条 件 的 偏 微 有 解 是 可 能 的 , 只 要 侧 边 条 
件 具 有 特别 形式 . 在 这 种 情形 , 将 会 有 无 穷 多 的 解 . 然而 , 如 果 侧 边 条 件 中 的 也 
数 不 具 有 特别 形式 , 则 就 像 例 4 那样 , 问题 无 解 . 口 

当 侧 边 条 件 给 在 特征 线 上 时 , 对 这 些 特性 有 一 个 简单 的 几何 理由 .因为 如 
果 如 此 选择 一 个 坐标 系 使 得 坐标 线 (比如 w = dg) 就 是 特征 线 , 则 偏 微 就 化 为 是 
另 一 个 变量 z 的 常 微 , 变量 z 在 每 条 特征 线 上 充当 了 位 置 变量 . 因为 v (作为 > 
的 函数 ) 在 每 条 特征 线 w = d 上 满足 某 个 常 微 , 所 以 知道 v( 或 4) 在 这 样 的 线 上 
必 具 有 特别 的 形式 .由 于 一 阶 常 微 的 解 典 型 地 由 解 在 一 点 指定 的 值 所 确定 ， 于 
是 除了 只 在 一 点 上 , 解 在 整个 直线 上 就 不 能 任意 指定 .下面 的 例子 清楚 表明 在 
特殊 的 情形 变量 变换 是 不 必要 的 . 

例 6 确定 阻 数 g(z) 的 形式 使 得 满足 侧 边 条 件 u(x,1) = g(z) 的 偏 微 vz 一 
u 二 0 有 解 . 

解 这 时 特征 线 为 水 平 直线 y = d. 变量 z 可 作为 每 条 这 样 的 直线 上 的 位 
置 变量 . 另外 , 在 直线 y = d 上 , 偏 微 成 为 


守 (ulz,d)) — wu(z,d) =0, (20) 


此 方程 有 解 u(x,d) = C(d)e”, 其 中 C(d) 是 随 d 而 变化 的 任意 常数 . 因此 , 在 
每 条 特征 线 上 , v 必 为 一 个 常数 乘 ez. 特别 , 当 4 = 1 时 , w(z,1) = C(1)e*, 所 
以 为 了 解 存 在 , g(z) 必须 具有 这 种 形式 . 沿 着 任 一 特征 线 ,w 必 有 特别 形式 , 因 
4 是 特殊 常 微 (20) 的 解 . 通过 粘 合 每 条 特征 线 上 的 解 u(x,d) = C(d)er, 得 通 解 
u(z,y) = CUy)ez, 其 中 C(y) 是 y 的 任意 C1 函数 . 注意 如 果 % 在 与 每 条 特征 线 
= 4d 只 相交 一 个 点 的 非特 征 线 上 指定 , 则 常数 C(d) 将 由 在 交点 处 指定 的 值 
所 确定 . 根据 这 个 理由 , 通过 粘 合 每 条 特征 线 上 的 唯一 解 , 一 个 在 非特 征 线 上 适 
当 的 侧 边 条 件 将 确定 一 个 唯一 解 . 回 
外 原文 误 为 e-3z + e4z. 一 一 译 者 
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侧 边 条 件 不 必 是 给 定 在 直线 上 . 


定义 若 要 求 v 在 某 曲 线 (如 , 圆周 , 抛物 线 , 直线 等 ) 上 有 指定 的 值 , 则 称 这 


样 的 曲线 为 侧 边 条 件 曲线 . 


为 确保 偏 微 ouz + buy + cu = f(z,y) 满足 侧 边 条 件 的 唯一 解 存在 , 需要 一 些 有 
关 侧 边 条 件 曲线 的 假设 , 将 定义 一 些 术 语 . 正则 曲线 就 是 其 单位 切 向 量 关于 弧 长 
(假如 要 沿 着 弧 长 来 考虑 的 话 ) 是 连续 变化 的 曲线 . 一 正则 曲线 与 一 直线 是 横向 
相交 的 , 如 果 在 每 个 交点 , 交角 不 为 零 . 可 以 证 明 如 下 事实 (参看 习题 15). 


定理 1( 存 在 性 和 唯一 性 ) 对 偏 微 ouz + by 十 cu = f(z,y), 假设 给 定 一 正则 
侧 边 条 件 曲线 , 该 曲线 与 此 偏 微 的 每 条 特征 曲线 正好 相交 一 次 而 且 是 横向 相 
交 的 . 还 假设 v 在 侧 边 条 件 曲 线 上 的 值 是 指定 的 C1 函数 ( 即 , 函数 值 定义 了 


沿 着 侧 边 条 件 曲线 上 的 一 个 弧 长 变量 的 C1 函数 )， 则 所 述 偏 徽 有 唯一 的 满 
足 所 给 的 侧 边 条 件 的 解 . 


注 记 唯一 性 易 由 如 下 事实 得 出 : 一 个 解 在 一 条 特征 线 上 的 值 由 该 特征 线 
与 侧 边 条 件 曲线 的 交点 处 的 给 定 的 函数 值 所 确定 . 侧 边 条 件 曲线 的 正则 性 和 相 
交 处 的 横向 性 用 来 证 明 把 每 条 特征 线 上 的 解 粘 合 起 来 生成 原 偏 微 的 Cl 解 . 从 
前 面 例子 来 看 , 当 侧 边 条 件 曲线 是 直线 时 ,有 兴趣 的 读者 证 明定 理 1 将 不 会 有 
什么 困难 . 注意 到 横向 性 条 件 保 证 了 侧 边 条 件 曲线 不 是 特征 线 (为 什么 ?). 例 4 
和 例 5 说 明 横 向 性 条 件 是 必要 的 (也 可 参看 习题 9). 在 下 面 例子 中 , 侧 边 条 件 
曲线 不 是 直线 而 是 曲线 y = z3. 

例 7 求 偏 微 wuz 一 wy 十 w=0 满足 条 件 u(z,z3) = e-*(z 十 z3) 的 解 . 

解 这 里 v 在 曲线 y = za 上 给 定 . 这 条 曲线 与 每 条 特征 曲线 x+y = d 正 
好 相交 一 次 , 而 且 是 横向 相交 的 (因为 曲线 ra 的 斜率 是 3z2, 不 会 等 于 特征 线 的 
斜率 -1). 由 v(w,z) = w(z,2y), 其 中 


ja ， 人 

之 一 2 2 一 72Z 

原 偏 微 化 为 -vz + v = 0 通 解 为 v(w,z) = C(w)e*, 从 而 u(z,y) = C(z+ 
gjey = D(z + y)e-*， 为 了 满足 侧 边 条 件 , 须 如 此 取 D, 使 得 e-z(z + oa) = 
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u(z,z3) = D(z 十 23)e-*. 可 行 的 选取 是 函数 D(r) = ", 则 问题 的 解 是 v(z,y) = 
(z+ ye ™. D 


种 群 分 析 和 存货 量 分 析 的 应 用 


在 某 些 自然 假设 下 , 这 里 来 推导 和 求解 一 个 一 阶 偏 微 , 这 种 偏 微 支配 了 个 体 
的 种 群 关 于 年 龄 随时 间 变 化 的 组 成 方式 ， 这 种 个 体 不 必 是 生物 体 , 但 应 是 能 生 
产 的 产品 (如 灯泡 , 晶体 管 , 食品 ), 或 更 一 般 地 任 一 类 似 的 物品 的 集合 , 这 些 物 
品 根据 统计 样本 随 着 年 份 会 变 得 不 合格 . 因此 , 这 种 一 阶 偏 微 或 许 比 热 方程 、 波 
方程 和 Laplace 方程 有 着 更 广泛 的 应 用 . 

假设 在 时 刻 t 某 种 种 群 年 龄 在 y 和 十 Ay 之 间 的 个 体 数 大 约 为 P(y,t)Ay. 
换言之 , 在 一 固定 时 刻 t, P(y,t) 是 关于 年 龄 变量 y 的 种 群 密度 . 则 在 时 刻 t, 年 
龄 在 a 和 5b 之 间 的 个 体 数 为 /* P(y,t)dy. 假设 年 龄 在 a 和 》 之 间 , 在 时 间 间 隔 
t 到 t 十 At 之 间 死 亡 的 个 体 数 大 约 为 D(y,t)P(y,t)AyAt, 其 中 D(y,t) 是 由 统 
计 , 比方 说 由 观察 来 确定 的 函数 . 通常 认为 “死亡 率 密度 " D(y,t) 是 随 着 y 的 增 
加 而 增加 ( 即 , 年 龄 越 大 的 个 体 就 越 可 能 死亡 ), 而 且 由 于 季节 性 变化 , D(y,t) 会 
非常 依赖 于 t( 例 如 , 空调 在 夏季 更 容易 坏 ). 如 果 个 体 不 会 消亡 ( 即 ,D(y,t) = 0)， 
则 对 任意 y 和 时 间 间 隔 人 At, 0 < At < y, 有 P(y,t+ Al = P(y 一 人 t,t), 因为 
在 时 刻 t+ At 时 的 种 群 密度 只 是 在 时 刻 t 时 的 种 群 密度 在 年 龄 上 经 由 At 的 一 
个 迁移 . 然而 , 如 D 关 0, 则 要 考虑 当时 间 从 t 到 t+ At 时 个 体 将 消亡 的 数量 . 
的 确 ， 


人 
Pl(y,t+At) = Pw-And-/ A (21) 
0 
(21) 两 边关 于 At 求 导 , 然后 令 At = 0, 得 
PR(y,t)=—P,(y,t) — D(y,t)P(y,t) 或 P+P+D(y,t)P=0. (22) 


PP 和 PR 的 系数 是 常数 (都 是 1), 但 P 的 系数 D(y,t) 不 一 定 是 常数 . 然而 , 这 
节 的 所 有 理论 仍 可 用 于 形 如 auz + buy + c(z,y)u = f(z,y) 的 偏 微 ( 即 , 只 需 ws 
和 wy 的 系数 为 常数 就 可 通过 变量 变换 把 这 个 偏 微 化 为 常 微 ). 对 方程 (22), 特征 
线 族 是 y -t= d. 因此 , 作 变 量变 换 


w=Yy-t Jt=z-—y (23) 
z=Yy [y=z | 
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记 Q(w, z) = Pl(y, t), 有 P+P= Qiwiwy 十 Q@zzy + Qui + Qzzt = Oz, 且 (22) 
成 为 8; + D(z,z 一 W)Q = 0. 积分 因子 为 exp[/ D(z,z 一 w)dz], 可 得 


Qlw,s) = Clw)exp(- / “D(C,¢ ~ wde), (24) 


其 中 C(w) 是 任 一 C1 函数 , 引入 积分 下 限 w 是 为 了 以 后 方便 , 然而 它 可 用 w 
的 任何 C1 函数 来 代替 (为 什么 ?). 于 是 ， 


y 
Pd) = Cly -dexp(- 人 DC5-y+bag 


如 取 t=0, 则 P(y,0) = C(y). 因此 , C(y) 正好 是 初始 种 群 密度 . 这 就 是 为 什么 
在 (24) 取 w 作为 下 限 . 可 得 ( 记 r 三 C 一 y 十 世 


Pl(y, t) = Pl(y ss t, 0) exp(— [2 D(C,C mi/ 二 t)d5) 
= P(y —t,0)exp(— 万 D(y —t+7,7)d7). 


注意 , 因为 P(y,0) 对 y < 0( 即 , 对 负 年 龄 ) 尚未 定义 , 所 以 解 (25) 对 上 > y 是 未 
定义 的 . 对 y < 0, 这 样 来 定义 P(y,0) 是 方便 的 , 使 得 P(y,0) . Ay 是 近似 地 在 
ly| 和 |y| + Ay 之 间 进 入 未 来 的 时 间 单 位 所 产生 的 个 体 的 数量 . 对 yy < 0 自然 地 
取 D(y,t) = 0. 则 (25) 对 所 有 的 (zy, 定义 了 P(y,t). 在 生产 率 为 常数 (比方 为 
C) 情形 且 当 D(y,t) = D(y) 与 时 间 无 关 (y > 0), 可 确定 (利用 (25) 的 中 间 的 表 


达 式 ) 稳 态 种 群 密度 Pu(j), 它 可 由 当 t 一 co 获得 : 


和 
RU = im Ply,t) = Cexp(- { DlOae). 


例 8 一 店主 每 天 需要 鳄 梨 的 数量 是 常数 C. 在 任何 时 候 , 在 一 个 短 时 间 间 
隐 At 天 内 ,一 个 鳄 梨 在 y 天 之 前 从 货架 上 取 走 (比如 由 于 变质 或 售 出 ) 的 可 能 
性 为 关 At. 

(a) C 应 该 等 于 多 少 , 使 得 最 终 货架 上 将 有 大 约 300 个 鳄 梨 ? 

(b) 假设 当 t= 0 时 该 店主 接管 业务 , 初始 鳄 梨 密 度 为 P(y,0) = 300e-y. 假 
设 C 如 (a) 部 分 那样 , 求 P(y,). 
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解 这 里 D(y,t) = 菇 , y> 0( 且 D(y,t) = 0, y < 0). 对 (a) 部 分 , 公式 (26) 
表明 , 最 终 鳄 梨 密 度 为 


Ps(y) = Cexp(— 计 d) 一 Cexp(-3()). 
则 利用 事实 /> e-3* dz = V, 在 现场 的 氏 梨 数 为 
人/ Pow=c1/ op(-3(¥8)") = 0.5/ exp( 一 5Z )dz 
一 C 〇 .5. 了 =627.C 


于 是 , C = 300/6.27 。 48. 对 (b) 部 分 , 利用 (25), 其 中 P(y,0) = 0, vy < 0， 
P(y,0) = 300e~Y, y > 0. 从 而 , 当 y > 由 (25) 得 


C 


一 ( —t) y t(2y —t 
Pl(y,t) = 300e (Yexp(— 高 改 ) = 300exp(—{y —t) 一 一 一 一 
yt 人 


) 
50 ), y>t. 


回想 起 当 y < 0 时 D(y) = 0. 因此 , 当 y < 0 时 , (25) 中 的 从 y 一 t+ 到 y 的 积分 
区 间 可 由 从 0 到 y 区 间 来 代替 . 于 是 , 由 (25) 得 


P(y,t) = Cexp(— / a) =exp(—3(Y 二 Py) 0O0<y<t. 


内 此 , 只 要 0 < y <t, 稳 态 密度 适用 . 口 


概要 2.1 


1， 特征 线 : 平行 于 ai++ 的 直线 bz - ay = 常数 ( 即 具 有 斜率 b/a) 称 为 是 
下 面 一 阶 偏 微 的 特征 线 : 


auz + buy 十 cu = f(z,Y), (S1) 


其 中 a, 5 和 c 是 常数 , 且 a? 十 如 关 0. 如 a=0 或 b= 0( 即 , 如 特征 线 是 z=4d 
或 y= 由, 方程 (S1) 可 作为 一 阶 线性 常 微 来 解 . 特征 线 的 几何 意义 是 ouz + buy 
本 质 上 是 沿 着 这 些 直 线 的 方向 导数 . 于 是 , 在 每 条 特征 线 上 , (S1) 实际 上 就 是 
作为 沿 着 该 直线 的 位 置 变量 函数 的 常 微 . 
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2. 变量 变换 : 偏 微 (S1) 用 新 变量 (w, z) 表示 时 转化 为 一 个 常 微 ( 带 参数 内 )， 
在 新 变量 坐标 下 特征 线 就 是 新 坐标 线 w = d. 具体 地 , 如 5 关 0, 考虑 变换 


te 9 (S2) 
z=Yy y=2 

( 即 , 特征 线 现在 由 w = d 给 出 ), 令 v(w,z) 三 w(z,y) = uli(w+az),z) 为 ww 
和 z 的 未 知 冰 数 . 然后 , 由 链 规则 (例如 , wz = wwtoz + vzz = bw 和 ww = 
Wuty + Vzzy = 一 QUuw + vz), (S1) 成 为 


bvs + cv = f(F(w + 02),2), (S3) 


式 中 没有 vw. 则 ($3) 可 作为 w 为 常数 的 一 阶 常 微 来 求解 w 于 是 (S1) 的 通 解 
为 u(x,y) = v(bz 一 ay,y). 选 z=z 或 某 个 其 他 的 zx 和 vy 的 线性 组 合 (除了 
bz 一 ay 的 乘 子 ) 也 许 更 方便 , 这 取决 于 (S1) 中 滑 数 f(z,y) 的 形式 . 产生 的 关于 
v 的 方程 仍然 不 含有 ww 项 , 虽然 vs 的 系数 也 许 不 再 是 如 (S3) 中 的 5. 


3. 直线 上 的 侧 边 条 件 : (S1) 的 通 解 含有 一 个 任意 C1 哺 数 . 为 了 选 出 一 个 
特 解 , 须 给 出 一 个 适当 的 侧 边 条 件 . 若 要 求解 在 一 直线 , 比如 y = mz +d 上 的 点 
(z,y) 具有 给 定 的 函数 值 , 则 侧 边 条 件 是 


u(z, mz + d) = g(7), (S4) 


其 中 g(z) 是 给 定 的 C1 函数 . 只 要 m 尖 5/a( 即 , 赋予 侧 边 条 件 的 直线 不 是 特征 
线 ), 偏 微 (S1) 有 唯一 的 满足 侧 边 条 件 (S4) 的 解 . 换言之 , 如 mm 关 ba, 侧 边 条 
件 (S4) 可 用 来 唯一 确定 (S1) 通 解 中 的 任意 C1 函数 . 然而 , 若 侧 边 条 件 是 给 在 
特征 线 上 ( 即 , m = b/a), 则 (S1) 没有 满足 (S4) 的 解 , 除非 g(z) 具有 特殊 形式 . 
如 g(z) 具有 这 种 特殊 形式 , 则 (S1) 有 无 穷 多 满足 侧 边 条 件 (S4) 的 解 . 


4. 曲线 上 的 侧 边 条 件 : 侧 边 条 件 未 必 是 给 在 直线 上 . 确实 , 若 在 一 正则 曲线 
上 的 值 以 C1 的 方式 给 定 , 该 曲线 与 每 条 特征 线 正好 横向 地 相交 一 次 , 则 这 时 
(S1) 的 解 能 唯一 确定 . 本 质 的 想法 是 : (S1) 在 每 条 特征 线 上 的 解 由 解 在 该 直线 
上 一 点 的 值 所 唯一 确定 , 因为 (S1) 在 这 直线 上 是 一 个 常 微 . 为 了 确保 在 每 条 特 
征 线 上 的 解 能 粘 合成 (S1) 的 O01 解 , 需要 侧 边 条 件 曲线 的 正则 性 和 横向 性 条 件 . 


5. 应 用 : 在 最 后 部 分 给 出 了 在 种 群 分 析 和 存货 量 分 析 方 面 的 应 用 . 
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练习 2.1 


1. 


求 下 列 偏 微 的 通 解 , 在 (a)~(d) 中 = w(z, Vy). 
(a) 2uz — 3uy = Z， (b) uz + uy— v= 0, 
{c) uz + 2uy 一 4u = ez+y， (d) 3uz — duy = 了 十 ez， 


(el vi + vw = 9w?, v =v(w,z), (f) gs 一 cgz=09g=g(ztb (c= 常数 ). 


. 求 uz 十 2uy 一 4u = ez+y 满足 下 列 侧 边 条 件 的 特 解 . 


(a) u(z,0) = sin(z2)，。 (b) wu(0,g) = (0) wz,-z) =z 


3. 证 明 满足 侧 边 条 件 vw(z,z) = tanz 的 偏 微 uz + wy 一 4 二 0 是 无 解 的 . 
4. 为 使 下 面 问题 有 解 , g(z) 须 具 什么 形式 ? 


10. 


11. 


12. 


Uz 十 3uy —u=1, u(r,37) = g(7). 


若 g(z) 具有 所 要 求 的 形式 , 会 有 不 只 一 个 解 吗 ? 


. 当 g(z) = 一 1 十 2e”, 写 出 习题 4 中 偏 微 两 个 不 同 的 解 . 
. 求解 问题 : uy 一 2uy = 0，u(z,ez) = e?” + 4ze” 十 472. 
. 今 a,b 和 5c 为 常数 日 ab 关 0， 考 虑 齐 次 线性 偏 微 ouz 十 buy 十 cu = 0，Bob 说 通 


解 由 u(z,y) = ea fbz 一 ay) 给 出 , 其 中 f 是 任意 C! 函数 , 而 Jane 说 通 解 是 
u(z,y) 二 e “Ybg(bzx 一 ay), 9 是 任意 C! 函数 . 哪 位 正确 ? 


。(a) 证 明 偏 微 us = 0 没有 处 处 C， 的 且 满 足 侧 边 条 件 u(z, z?) = z 的 解 . 


(b) 在 第 一 象限 zx > 0, y > 0 求 (a) 中 问题 的 解 . 
(c) 用 侧 边 条 件 曲线 与 特征 线 的 交点 来 解释 (a) 和 (b) 的 结果 . 


。 (a) 证 明 偏 微 wz = 0 没有 处 处 C1 且 满 足 侧 边 条 件 w(z,zs) = zx 的 解 , 即使 侧 边 条 件 


曲线 y = z3 与 每 条 特征 线 (y = d) 只 相交 一 次 . 

{b) (a) 部 分 说 明 侧 边 条 件 曲线 与 特征 线 的 交点 的 横向 性 条 件 的 必要 性 . 解释 为 什么 . 提 
示 曲线 y = zs 以 什么 角度 与 z- 轴 相交 ? 

(a) 证 明 齐 次 偏 微 aus + buy + cu = 0 不 可 能 在 平面 上 一 点 且 只 有 一 点 为 零 . 

(b) 若 (a) 中 偏 微 c = 0, 则 证 明 解 w( 处 处 有 定义 ) 的 图 像 z = w(xz,y) 是 由 水 平 的 平行 
线 组 成 的 曲面 . 

在 例 8(b) 中 , 在 时 刻 t 后 将 有 多 少 原始 鳄 各 (在 t = 0 时 就 已 存在 的 ) 剩 下 来 ? 你 的 答 
案 应 该 是 t 的 函数 . 

在 例 8 中 , 现 假设 在 任意 给 定 的 日 子 , 不 管 存 期 如 何 鳄 犁 都 以 10% 机 会 被 从 货架 上 取 
走 ( 即 更 精确 地 , D(y) = 0.1, y > 0). 

(a) 证 明 最 终 将 有 大 约 Ce-Y/i0y 天 存 期 的 鳄 梨 留 在 货架 上 . 


“66 . 


13. 


14. 


15. 
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(b) 根据 (a) 部 分 , C 的 值 应 是 多 少 , 如 果 最 终 仍 将 有 大 约 300 个 鳄 梨 留 在 货架 上 的 话 . 
你 的 答案 与 常识 相符 吗 ? 


空调 以 每 月 100 台 的 常数 速率 从 元 旦 开始 生产 . 假设 在 元 旦 以 来 已 过 了 上 月, 在 一 个 小 
的 时 间 间 隔 At 月 , 不 管 空 调 的 年 龄 如 何 , 它 损坏 的 可 能 性 为 (0.2 一 0.1. cos 至 )At. 到 
年 底 大 约 有 多 少 y 月 年 龄 的 空调 在 工作 ? 其 中 y < 12. 怎样 来 确定 在 年 底 工 作 着 的 空 
调 总 数 ? 如 果 你 有 数值 积分 的 资源 , 请 计算 这 个 数字 . 

提示 ”用 公式 (25) 时 , 请 记 住 D(y,t) =0, y < 0. 


某 种 种 群 具 有 初始 种 群 密度 C(y), y > 0. 在 时 刻 t 的 种 群 出 生 率 与 在 时 刻 t 的 种 群 总 
数 成 正比 , 记 为 a /0 ”P(y,t)dy,， a > 0 为 常数 . (假设 /”C(y)dy < co.) 死亡 率 是 常 
数 , 记 为 D(y,t) = 上, y > 0, 某 个 kk > 0. 对 所 有 的 y, t > 0 求 种 群 密度 P(y,). 

提示 首先 注意 到 公式 (25) 适用 , 但 当 1 > y 时 P(y 一 t,0) 尚未 知 . 令 f(t) = 
P(0,t){ 即 ,(f(t) 是 在 时 刻 t 的 出 生 率 ). 一 旦 f(t) 确定 , 则 P(y 一 t,0) = f(t 一 y), t> 
y( 为 什么 ?), 则 解 可 由 (25) 明确 给 出 . 为 求 f(t), 注意 到 


oo t co 
f(t) = of 已 (ut)du = of Pl(u,t)du 十 of Pl(u, t)}du 
0 0 t 
t oo 
所 af Pl(u—t,0)e "du af C(u—t)e “vdu 
0 t 
t oo 
一 of f(t— ue “vdu+t ce 人 C(u)du. 
0 0 


最 后 的 积分 是 初始 种 群 的 总 数 , 记 其 为 po. 在 最 后 式 子 的 第 一 个 积分 作 变量 变换 v = 
t 一 u, 得 e*tf(t) = a 局 f(v)er*dv 十 apo. 现 可 求 导 . 


通过 完成 下 列 步 又 来 证 明定 理 1. 设 (h(s),k(s)) 为 定理 1 中 侧 边 条 件 曲 线 以 弧 长 s 为 
参数 的 参数 化 . 

(a) 对 平面 上 的 每 点 (z,y), 证 明 存在 唯一 的 数 o(z,y) 和 T(z,y), 使 得 z = Pac(z,2)) 十 
a7(z,y) 和 2 = Kolz,y)) + br(z,y).( 画 个 图 .) 

(b) 利用 (a) 部 分 的 函数 c(z,y) 和 T(z,y), 证 明 由 变量 变换 


s=0o(z,y) | z=h(s)+at 
t=7(z,y) " [y=k(s)+obt 


以 及 记 v(s,t) 三 w(z,y), 偏 微 auz + buy 十 cu = f(z,y) 化 为 vi 十 cv = F(s,t), 其 中 
FF(s,t) 三 f(h(s) + at,k(s) + bt). 提示 注意 到 w = wzzi 十 Uyyi. 

(0) 证 明 vls,t) = ere( 尼 errP(eirjdr + U(s)), 其 中 U(s) = vs,0) = uh(s), 
k(s)) 是 C” 函数 , 指定 了 w 在 侧 边 条 件 曲线 上 的 值 . 于 是 , 定理 1 中 问题 的 唯一 解 
是 CI 函数 wz,y) = v(o(z,y),T(7T,Y))，( 注 意 到 Jacobi 行列 式 zsy 一 yzt = 
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有 (sjb 一 k'(s)a 关 0( 为 什么 ?), 所 以 据 反 函数 定理 c 和 是 C1 的 , 反 函 数 定理 可 见于 
许多 高 等 微 积 分 书籍 , 例如, [Taylor 和 Mann].) 


82.2 变 系数 
在 许多 应 用 中 出 现 的 是 一 阶 变 系数 线性 偏 微 


a(z,Y) uz + d(T, Yuy + (TY = f(7,Y), v= u(r,Y), (1) 


其 中 a, b, c 和 f 是 给 定 的 zx 和 vy 的 C1 函数 . 注意 a(z,y)uz +b(z,y)uy 是 
在 点 (z,y) 沿 向 量 方向 
g(7,y) = a(zx, Vi+ b(z, y)i 

的 方向 导数 . 在 第 2.1 节 ,a 和 ， 为 常数 ， 这 个 向 量 有 固定 的 方向 和 摸 , 但 现在 
该 向 量 会 随 基点 (z,y) 不 同 而 变化 . 因此 , g(x,y) 是 平面 上 的 向 量 场 . 把 g(z,y) 
看 作 zy- 平 面 上 流体 流 (在 点 (x,y)) 的 速度 是 有 益 的 . 当 a 和 5b 为 常数 时 , 流 
体 的 流 线 是 斜率 为 b/a 的 直线 ( 即 , 具 平 行 于 ai 十 的 切线 向 量 ), 因此 它们 是 
特征 线 . 当 a 和 浅 不 是 常数 时 , 流 线 一 般 将 是 弯曲 的 , 把 这 种 流 线 称 作 特征 曲线 . 
更 精确 地 , 有 下 面 定 义 . 


定义 1 zy 平面 上 一 曲线 称 为 是 偏 微 (1) 的 特征 曲线 , 如 果 在 曲线 上 每 点 


(zo,yo), 向 量 g(zo,yo) = a(zo,yo)i+ bzo,yo)j 与 曲线 相 切 . 


在 特征 曲线 上 每 点 , 可 得 g. Vu( 或 a(z,y)us + b(z,y)uy) 是 沿 着 切线 向 量 方 
向 的 方向 导数 , 因而 g. Vu 与 关于 沿 着 曲线 的 位 置 变量 的 导数 成 比例 . 于 是 ， 
犹如 常数 情形 , 在 每 条 特征 曲线 上 , 偏 微 (1) 实际 上 是 一 个 作为 沿 着 曲线 的 位 置 
变量 函数 的 常 微 . 若 特征 曲线 是 函数 y(z) 的 图 像 ( 即 , 假设 a(z,y) 关 0), 则 定义 


1 隐 含 了 
dy _ bz,y) (2) 
dr a(z,y) 


( 即 y(z) 的 图 像 在 (z,y) 处 的 切线 与 g(z,y) = a(z,y)i+b(z,y)j 平行 ). 


常 微 (2) 称 为 是 偏 微 (1) 的 特征 方程 . 特征 方程 的 解 曲线 是 (1) 的 特征 曲线 . 
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当 a 和 4。 是 常数 情形 ,(2) 的 通 解 简明 地 就 是 y = 2z 二 常数 , 或 bz -ay= dd,， 
其 中 a 是 任意 常数 . 在 变 系数 的 一 般 情形 , 求解 (2) 可 能 是 相当 困难 的 , 但 假设 
(2) 已 经 解 出 , 且 假设 解 以 隐 式 形式 h(z,y) = d 给 出 , 这 里 d 是 任意 常数 . 通过 
作 下 面 变 换 可 化 简 偏 微 (1) 


w=h(z,y) 和 z=y, (3) 


就 如 当 a 和 》 是 常数 时 作 的 那样 (例如 , 在 此 特殊 情形 ,h(z,y) = bz - ay.). 这 
个 过 程 的 基本 原理 是 w 在 每 条 特征 曲线 上 是 常数 并 且 原 偏 微 化 为 一 个 沿 着 这 
些 特征 曲线 的 位 置 变量 z 的 常 微 . 如 前 ,z = y 的 选取 不 是 必要 的 . 确实 , 可 令 > 
为 任意 z 和 y 的 C1 函数 , 只 要 这 个 变换 可 反 过 来 用 > 和 w 来 表示 z 和 vy. 置 
v(w,z) 二 u(x,y), 可 验证 (1) 转化 为 一 个 视 w 固定 , 关于 z 的 常 微 . 先 计算 


Quz + buy = a(viwwz + Vzzz) 十 b(wuty + Vzzy) 


= (awz 十 wy)vVw + (azz 十 buy)uz. 


因此 , 为 了 在 这 个 变形 过 的 关于 v 的 偏 微 没有 ww ,只 消 证 明 在 任意 点 (z,y(z))， 
awz 十 boy = 0. 为 此 , 令 (zo, yo) 为 任 给 一 点 , 令 y(z) 是 (2) 满足 y(zo) = wo 的 
解 . 已 知 h(z,y(z)) = 常数 , 因而 利用 (2)， 


0= 而 Ac,y(z)) = hs + hy = we + va(z,y) 


于 是 , 在 任意 点 (zx,y(7))，arwz 十 wy = 0. 特别 , 在 任意 给 定 的 点 (zo0,yo)，atwz 十 
bwy = 0， 男 一 种 证 法 , 回想 起 Vh 跟 任 一 水 平 曲线 jn(z,y) = d 垂直 , 并 构造 
g = ai 十 村 与 该 水 平 曲线 相 切 . 于 是 ,auz + bw, = g: Vh = 0. 虽然 已 证 明了 上 
述 方法 可 行 , 但 许多 情况 表明 (3) 只 在 zy- 平 面 上 某 个 区 域 上 可 道 . 这 说 明 有 一 - 
些小 心 的 必要 , 就 如 在 下 面 一 些 例 子 将 看 到 的 那样 . 

例 1 求 下 列 偏 微 的 通 解 : 


一 yuz + Tuy = 0. (4) 


解 特征 方程 是 dy/dz = -xz/y, 这 是 可 分 离 方程 , 经 分 离 变量 和 积分 立刻 
解 得 
ydy = 一 Tadz = 3 = -3 十 zd. 
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因此 , 特征 曲线 组 成 圆 族 z? -+ y? = ad [a > 0] 和 点 (0,0) [4 = 0]. 作 变量 变换 
ea 人 


z=Y y=2z 


(5) 


虽然 有 逆 变 换 是 双 值 的 且 只 定义 在 w > z? 这 样 的 事实 , 但 仍 将 得 到 正确 的 解 . 
置 v(w,z) = w(x,y), 偏 微 (4) 化 为 


0 = 一 ulz t+ Tuy = 一 y(UWotuz 十 UVzzz) 十 Z(wotoy + Vzy) 


一 一 (2z 一 z.2y)oo 十 zuz = zuz， 
( 即 , zuz = 0). 因此 , 若是 v 的 C1, 设 为 v = f(w), 猜测 
u(z,y) = f(T + oy) (6) 
将 是 原 偏 微 的 解 , 尽管 变换 (5) 有 缺陷 . 确实 , 可 直接 验证 解 (6): 
—yuz + Tuy = —yf (T+)27 十 zj(z2 十 32)2y =0. 


这 表明 (6) 是 解 . 在 获得 “假设 性 的 解 ” 的 过 程 中 将 常 借助 于 试验 性 方法 , 但 只 
有 当 它 们 是 被 实际 验证 过 的 才能 证 明 它们 确实 是 解 . 尚未 最 后 证 明 (6) 是 通 解 . 
一 个 解 具有 形式 (6) 的 充 要 条 件 是 解 在 每 一 圆周 z? + y? = a? 上 为 常 值 . 我 们 
应 该 来 验证 (4) 的 任意 解 在 这 些 特征 圆周 上 必 为 常数 . 为 此 , 通过 下 面 把 这 些 圆 
周 参数 化 

z(t) = acos(t), y(t) = asin(t), a > 0. (7) 


随 着 t 的 变化 ,(z(t),y(t)) 就 描绘 出 圆周 z2? +y? = a?. w 在 (z(t),y(t)) 处 的 值 是 
t 的 函数 , 记 为 U(t) = w(z(t),y()). 希望 证 明 U(t) 是 常数 , 所 以 在 任意 圆周 
十 二 a? 上 为 常数 . 为 此 , 根据 偏 微 (4) 来 计算 : 
守 一 Fulzlt), y(t)) = uzz (t) + uyy (t) = —uza sin(t) + wya cos(t) 
= —uz(T(t), y(t))y(t) + uy (z(t), y(t))z(t) = 0. 

因此 , 该 偶 微 表明 函数 v 在 特征 圆周 上 取 常 值 , (6) 事实 上 就 是 通 解 形式 . 口 

注 记 在 例 1, 函数 f(z) 在 z = 0 处 不 必 是 C1 的 . 例如 , 若 f(z) = 322/3， 
则 w(z,y) = 3(z2 十 92)2/3 = 3r43 (r = Vz2 十 好 ), 它 仍 为 C1 的 , 即使 P(z) = 
2z-1/3 在 > = 0 处 无 定义 . 像 这 样 的 技术 性 的 难点 会 在 “临界 点 ”(zo,yo) 发 生 ， 
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在 其 上 a(zxo,yo) = 0 和 Mzo,yo) = 0. 在 例 1, 仍然 可 说 所 有 的 解 具有 形式 (6)， 
但 f(z) 是 C1 的 要 求 在 z = 0 处 可 放松 一 些 ， 对 这 种 问题 的 关心 程度 将 留 给 
教师 . 然而 , 应 该 注意 到 若 hz,y) 是 Cl 的 且 对 一 开 集 8 中 的 所 有 的 点 (x,y)， 
Vh(z,y) 关 0, 则 f(h(z,y)) 在 S 上 是 C1 的 充 要 条 件 是 f 在 h(S) 上 是 C1 的 . 
因此 , 要 使 (1) 的 解 是 C! 的 , 若 Vh(zo, yo) 冯 0, 积分 的 任意 函数 在 h(zo,yo) 附 
近 当 然 必须 是 C1 的 . 口 


特征 曲线 的 首选 参数 化 


在 例 1, 通过 z(t) 和 y(t) 把 一 特征 曲线 参数 化 ,并 定义 了 郴 数 U(t) = 
u(z(t),y(t)), 它 仅 是 在 “时 刻 "t 时 ， 沿 着 该 特征 线 的 值 . 根据 偏 微 (4)， 发 现 
U(t) 满足 常 微 U'(t) = 0. 对 一 般 的 一 阶 线性 偏 微 (1), 这 分 节 的 主要 目的 是 明确 
证 明 : 如 当 t 变化 使 (z(t),y(t)) 描绘 出 一 条 特征 曲线 , 则 函数 U(t) = wu(z(t), y(t)) 
必 满 足 某 个 常 微 . 

一 粒子 能 以 多 种 方式 沿 着 一 特征 曲线 运动 (例如 , 快速 的 , 缓慢 的 , 等 等 ). 
也 许 最 自然 的 方式 是 让 粒子 在 点 (z,y) 时 , 它 的 速度 为 g(x,y) = a(z,y)i+ 
b(z,y)j ( 即 , 粒子 是 由 速度 为 g(z,y) 的 流体 流 携带 运动 似 的 )， 以 这 种 方式 运 
动 的 粒子 , 在 时 刻 t 确定 粒子 位 置 (z(t),y(t)) 的 站 数 z(t) 和 y(t) 必须 满足 方 
程 组 


2 = a(z(t), y(t)), 2 = b((z(t), y(t)). (8) 


由 于 粒子 的 速度 向 量 z(t)i + y(t)j 跟 它 的 轨道 相 切 ， 于 是 可 知 (8) 确保 点 
(z( 台 ,y(t)) 绘 出 偏 微 (1) 的 一 条 特征 曲线 . 


定义 2 方程 组 (8) 称 为 是 偏 微 (1) 的 特征 方程 . 如 z(t) 和 y(t) 是 这 个 方 
程 组 的 解 , 则 (z(t),y(t)) 称 为 是 随 着 t 变化 由 它 绘 出 的 特征 曲线 的 首选 参 


数 化 . 


在 第 1.1 节 , 求解 了 形 如 (8) 的 方程 组 的 简单 情形 , 其 中 a(z,wy) 和 b(z,y) 
是 z 和 w 线性 组 合 . 通常 , 只 考虑 特征 方程 组 可 容易 求解 的 问题 . 对 例 1 中 考虑 
的 偏 微 , 方程 组 (8) 是 z'( = 一 y(t), y(t) = z(t). 对 第 一 个 方程 求 导 然 后 利用 


§2.2 变 系数 二 的 


第 二 式 子 ,得 2”(t) = -y(t) = 一 z(t) 或 z(t) 十 z(t) = 0. 于 是 ， 
z(t) = c1cost+c2sint 和 y(t) = -z(t) = c1sint — co cost. (9) 


对 常数 ck 和 ca 的 任 一 组 选取 , 描绘 出 一 条 特征 曲线 (这 时 , 是 一 个 圆周 或 一 个 
点 ). 在 例 1 的 (7) 中 , 为 方便 起 见 选 了 cl =a 和 cz = 0. 
假设 (z(t),y(t)) 是 下 面 偏 微 的 特征 曲线 的 首选 参数 化 


a(z,Y)uz + bx, Yuy + c(T, Yu = f(r,Y). (10) 
令 
U(t) = u(z(t), y(t)), C(t) = c(z(t), y(t)) 和 Ft) = f(z(t), y(t). (11) 
为 了 找 出 U(t) 须 满足 的 常 微 , 来 计算 


U(t) = uz (Z(t) y(t))T(t) + uy (z(t), y(t))y (由 链 规则 ) 
= Uz (Z(t), y(t))a(z(t), y(t)) + uy(z(t), y(t))b(z(t), y(t)) (由 (8)) 
= —c(z(t), y(t))u(z(t), y(t)) + f(z(t), y(t)) (由 偏 微 (10)) 
= -C(t)U(t) + F(t) (由 (11)). 


从 而 , 证 明了 U(t) = w(z(t),y(t)) 必 满 足 常 微 
区 二 CC 人 = F(t). (12) 
令 mm 人 =exp( 广 C (7)dr) 是 (12) 的 积分 因子 , 得 解 
] t 
Ut(t) = zn) m(T)F(T)dr + U(0)). (13) 


在 这 个 公式 中 , m(t) 和 F(t) 只 依赖 于 c(z,y) 和 f(z,y) 沿 着 特征 曲线 x = 
z(t), y = y(t) 上 的 值 . 于 是 , (13) 表明 , 一 旦 U(0) = wu(z(0),y(0)) 的 值 指 定 , 解 
4 沿 着 整个 特征 曲线 的 值 V(t) 就 可 完全 确定 . 若 c(z,y) 和 f(z,y) 为 零 , 如 例 
1, 则 (13) 表明 v 在 每 条 特征 曲线 上 为 常数 . 然而 , 常数 随 着 特征 线 的 不 同 而 变 
化 . 例如 , 例 1 的 特 解 wz,y) = (z? 十?) 在 半径 为 2 的 圆周 上 是 64, 而 在 半径 
为 1 的 圆周 上 是 1. 若 c(z,y) 和 f(z,y) 不 为 零 , 则 U(t) 未 必 是 常数 , 虽然 (13) 
表明 U(t) 必 具 有 某 种 仅 依赖 于 U(0) 的 选取 的 形式 . 所 以 , 一 般 无 法 指定 v 在 
一 条 特征 曲线 上 两 个 不 同 点 的 值 , 就 如 下 面 例子 所 表明 的 那样 . 
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例 2 证 明 问题 -yuz + zuy = 0，u(z,0) = 3z 无 解 . 

解 侧 边 条 件 给 在 z- 轴 , 它 与 每 条 特征 圆周 z2 + y? = a? 相交 两 次 , 交 
于 (a,0) 和 (--a,0), a 关 0. 在 例 1 中 可 知 w(x,y) 在 每 条 这 样 的 圆周 上 为 常数 ， 
然而 侧 边 条 件 要 求 w(a,0) = 3a 和 v(-a,0) = -3a. 因此 , 这 个 侧 边 条 件 对 原 
偏 微 的 解 无 法 满足 . 出 现 这 样 的 问题 是 因为 不 能 在 任 一 特征 曲线 上 不 同 的 两 点 
指定 v 的 值 . 在 一 特征 线 上 一 点 xz 的 值 给 定 , 则 根据 沿 着 该 曲线 v 是 一 确定 的 
常 微 (12) 的 解 (13) 这 样 的 事实 , v 在 该 特征 曲线 上 的 其 他 点 上 的 值 就 唯一 确 
定 了 . 口 

注 记 有 时 , 如 果 侧 边 条 件 小 心 选取 , 问题 可 仍然 有 解 , 即使 特征 曲线 与 侧 
边 条 件 曲线 有 多 于 一 次 的 交点 . 例如 , 问题 一 yw 十 zuy 二 0,u(z,0) = 3z2 有 解 
u(z,y) = 3(z2 十). 这 个 侧 边 条 件 的 可 取 之 处 是 u(a,0) = 3a2 =w(-a,0)， 口 


解 的 参数 形式 
已 经 看 到 , 为 了 方便 起 见 把 偏 微 


a(z,y)uz + b(T,Y)uy 十 ctz,V)u = f(z,y) (14) 


的 特征 曲线 看 作 粒 子 是 以 速度 为 g(Z,Y) = a(z, Yi+b(z,y)j 的 流体 流 的 运动 . 粒 
子 的 位 置 (z(t),y(t)) 由 在 时 刻 t= 0 时 粒子 起 始 位 置 (z(0),y(0)) 完全 确定 . 若 
一 侧 边 条 件 给 定 在 某 条 与 每 条 特征 曲线 正好 横向 相交 一 次 的 正则 侧 边 条 件 曲线 
上 , 则 取 粒 子 在 每 条 特征 曲线 上 的 起 始 位 置 作 为 特征 曲线 与 侧 边 条 件 曲线 的 交 
点 是 方便 的 . 若 令 s 表示 沿 着 侧 边 条 件 曲线 的 位 置 变量 , 则 对 每 个 s 的 值得 到 
不 同 的 特征 曲线 . 对 每 个 固定 的 s, 令 (X(s,b,Y(s 胃 ) 为 粒子 在 时 刻 t 的 位 置 ， 
它 开始 于 在 侧 边 条 件 曲线 对 应 于 s 的 点 并 以 流体 流动 . 


要 [一 一 
\ 


特征 曲线 


侧 边 条 件 曲线 (t=0) 
图 1 
注意 到 侧 边 条 件 曲线 本 身 是 随 着 s 变化 且 t 保持 为 0 时 由 (X(s,0),Y(s,0)) 描 


82.2 变 系 数 “73 


绘 而 来 . 换言之 , 有 下 面 的 : 晴 数 X(s,t) 和 Y(s,b 是 下 面 特 征 方程 组 具 给 定 的 
初始 值 X(s,0) 和 YY(s,0) 的 解 (对 每 个 固定 的 s) 


5 x(t) = XD DY SY(s,t) = Xs,0), Ys,)). (15) 


假设 v 在 侧 边 条 件 曲线 上 的 点 的 值 由 下 式 给 定 
u(X(s,0),Y(s,0)) = G(s), (16) 


其 中 G(s) 是 给 定 的 C1 函数 . 可 通过 以 下 来 求 得 u(X(s,t),Y(s, 引 )). 令 


Ul(s,t) = u(X(s,t), Y(s,t)), C(s,t) = c(X(s,t), Y(s,t)), 


和 (17) 
Fl(s,t) = f(X(s,t), Y(s,t)) 
由 t 
m(s, t) = op(/ Cl(s, 7T)d7). 
则 可 用 前 分 节 的 结果 (13), 对 每 个 固定 的 s, 得 
U(s,t) = op D Cf m(s, T)F(s,T)dr + G(s)). (18) 


由 (17) 可 知 U(s,t) 是 v 在 点 (X(s,t),Y(s,t)) 上 的 值 . 因此 , 当 s 和 t 变化 时 ， 


zyu- 空 间 上 由 
r= X(s,t), y= Y(s,t), u= Ul(s,t) | (19) | 


给 出 的 点 (z,y zu) 描绘 了 偏 微 (14) 满足 侧 边 条 件 (16) 的 解 v 的 图 像 . 


方程 (19) 构成 了 (14) 满足 条 件 (16) 的 解 的 参数 形式 . 
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虽然 (19) 没有 直接 给 出 v(z,y) 的 公式 , 但 可 能 从 方程 z = X(s,t) 和 y = 
Y(s,t) 解 得 用 z 和 vy 来 表示 s 和 设 为 s= 5(z,9), t=T(z,9). 则 w(z,y) = 
U(S(z,y),T(z,2y)) 将 是 解 的 通常 的 显 形式 . 为 了 生成 在 zyu- 空 间 解 的 图 像 的 三 
维 计算 机 标 绘图 , 把 解 留 作 (19) @ 形 式 通常 是 方便 的 (参看 下 面 的 图 2). 
例 3 求 下 面 问题 解 的 参数 形式 
—yuz + Zuy = 0, ul(s, s*) = s3 (s > 0). (20) 
解 由 (15), 特征 曲线 (X(s,t),Y(s,t) 可 通过 解 下 面 问题 得 到 
X(t 一 —Y(s,t), SY(s,) =X(s,t) (21) 
具 初 始 条 件 
X(s,0) = s, Y(s,0) = s2. 
这 个 方程 组 的 通 解 是 (参看 (9)) 
X(s,t)=c1(s)cost+c2(s)sint, Y(s,t)= ci1(s)sint— c2(s) cost. 
由 初始 条 件 , 得 c1(s) = s，c2z(s) = 一 s?， 对 (20) 的 偏 微 有 c(z,y) = 0 和 


f(z,y) = 0 (参看 (14)). 因此 , (17) 中 的 m(s,t) = 1 和 F(s,t) = 0. 根据 (20) 和 
{16), 得 G(s) 一 32， 从 而 由 (18)， U!(s, t) 一 53. 于 是 ， 得 参数 解 


X(s,t)= scost— ssint, Y(s,t)= ssint+s?cost, Ul(s,t)= s3. (22) . 


当 t+=0 并 且 s (s > 0) 变化 时 , 得 到 zyw- 空 间 的 点 (s,s?, 53), 它 绘 出 所 谓 的 三 
次 挠 线 . 当 上 变化 , 这 条 曲线 上 的 点 绕 着 wu- 轴 作 圆 周 运动 . 于是, 解 的 图 像 是 通过 
把 三 次 挠 线 绕 u- 轴 旋转 得 到 的 曲面 , 如 在 图 2 所 示 . 也 能 得 到 解 的 显 形 式 . 由 例 
1 可 知 通 解 具 有 形式 u(xz,y) = C(xz? 十 挛 ). 因此 , 侧 边 条 件 表明 C(s? + s4) = s3. 
置 72 = s2+s4, 得 s=(-1+Vi+4r2)/2. 于 是 ,由 C(r?)= s3 得 


wu 人 (T,2) = (1+ Vir ++))i. 


若 侧 边 条 件 曲线 换 成 (s,s7), 则 由 于 在 求解 中 用 r? 来 表示 s? 的 困难 , 解 的 显 形 

式 就 难得 到 (如 果 并 非 不 可 能 的 话 ). 然而 , 在 解 的 参数 形式 中 , 可 简单 地 在 (22) 

中 用 s7 来 代替 s?. 口 
外 原文 误 为 (18). 一 一 译 者 
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图 2 


例 4 求解 (y+z)juz+(y 一 z)uy = ,满足 条 件 u(cost,sint) 三 1, 0 入 s < 27. 
解 ” 侧 边 条 件 表明 v 在 单位 圆周 z2? +y? = 1 上 为 1. 特征 方程 oy i 


了 2 十 
(参看 (2)) 既 不 是 可 分 离 的 也 不 是 线性 的 , 虽然 在 相关 的 变量 变换 y(z) = zz(z) 
下 它 可 化 为 可 分 离 的 . 但 这 里 选用 参数 化 方法 . 特征 方程 组 (参看 (15)) 是 (s 
定 ) 


SX(s,d) +X(s,t) +Y(s,t) 和 SY(s, ,| 

初始 条 件 为 
X(s,0)= coss，Y(s,0) = sin s. 
用 第 1.1 节 中 的 方法 来 求解 该 方程 组 . (23) 中 的 第 一 个 方程 关于 上 求 导 然 后 利 
用 第 二 个 方程 , 得 X” = ,X'+Y' 二 天 十 (一 X 十 了 ) = 于 XD) 
或 X" -2X'+2X = 0. 辅助 方程 r? -2r +2 = 0 的 根 是 1 土 i。 因 此, 利用 
Y=X'—X 
X(s,t) = c1(s)e! cost+ co(s)e!sint 和 Y(s,t) = —c1(s)e! sint + c2(s)et cost. 


对 固定 的 s, 这 些 曲 线 ( 义 (s,t),Y(s,)) 当 t 增加 时 盘旋 离开 原点 .由 初始 条 件 ， 
得 c1(s) = coss 和 cz(s) = sins. 从 而 


X(s,t)= coss ercost 十 sins e'sint =etcos(s—t) 和 Yl(s,t) = et!sin(s —t). 
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由 于 U(s,t) = u(XX(s,t),Y(s,t)) 满足 SU(s,) 一 U(s,t)( 参 看 (12)) 且 U(s,0) = 
1, 所 以 有 U(s,t) = et (也 可 参看 (18)). 于 是 , 得 参数 解 


T=etcos(s—t), Y=et:sin(s—t), wu=et. 
因 十 如 = e2 = w?, 所 以 可 写 出 解 的 显 形式 wu(z,y) = Vz? + 如 注意 到 该 
解 的 图 像 是 一 个 锥 且 在 原点 不 是 C1 的 . 如 果 初 始 条 件 不 是 这 么 简单 的 , 那 也 许 
不 能 得 到 解 的 显 式 形式 的 简单 公式 ; 但 获得 参数 化 解 将 会 是 容易 的 (例如 , 考虑 
u(cos s, sin s) = cos(3s), 这 时 得 U(s,t) = et cos(3s)). 口 


整体 分 析 


当 wv 沿 着 一 条 正则 侧 边 曲线 上 的 值 以 C1 的 方式 指定 时 , 且 此 正则 侧 边 曲 
线 与 每 条 特征 曲线 恰好 横向 相交 一 次 , 则 能 用 某 种 方式 把 在 各 条 特征 曲线 上 的 
解 粘 合 起 来 . 然而 , 如 在 下 面 例子 说 明 的 那样 , 会 出 现 没 有 一 条 侧 边 条 件 曲线 横 
向 相交 一 次 地 穿 过 每 条 特征 曲线 . 在 这 样 的 情形 , 构造 在 整个 zy- 平 面 上 ( 即 , 整 
体 地 ) 有 定义 的 解 可 导致 一 些 有 兴趣 的 复杂 情况 . 

例 5 求 偏 微 的 通 解 : 


— yuy+ yu= 0. (24) 
解 求 得 特征 曲线 的 形式 为 


oy i 

了 允 人 2 

积分 , 得 milz|+nly| = In|dl. 因此 , 特征 曲线 族 是 曲线 zy = d 的 集合 ( 当 d 0 
时 是 双 曲 线 ). 根据 首选 参数 化 观点 , 双 曲 线 zy = d 的 两 支 应 视 为 不 同 的 特征 曲 
线 . 确实 , 首选 参数 化 (z(t),y(t)) 的 方程 组 是 z'( = z(t), y(t) = 一 y(t), 其 解 是 
z(t) = ciet y(t) = cze-t. 对 固定 非 零 的 ck 和 co, 点 (cie!,c2ze-!) 只 绘 出 双 曲 线 
zy = cicz 的 一 支 . 像 例 1 那样 , 作 如 下 变量 变换 来 继续 进行 通 解 过 程 


a | ph (25) 
z=Yy 二 和 


逆 变 换 不 是 处 处 有 定义 的 (只 对 z 六 0 有 定义 ). 这 将 导致 一 些 未 料 到 的 困难 . 


置 v(w,z) = u(z,Y), 得 zuz — yuy = TV 十 Vzzz) 一 V(uwty + vzy) = (zy 一 
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yz)vw 一 yvz = 一 yvz. 因此 , 原 偏 微 化 为 一 zv; 十 zv = 0, 其 解 为 v(w,z) = C(w)er. 
于 是 , 得 到 假设 解 
ul(z, y) en. Cl(Ty)ey, (26) 


其 中 C 是 任 一 C1 函数 . 虽然 可 直接 验证 (26) 是 解 , 但 这 次 要 证 明 (26) 不 是 通 
解 . 可 看 出 解 (26) 在 每 条 双 曲 线 的 分 支 上 是 泪 数 C(d)ey, 而 这 些 分 支 是 分 离 的 ， 
所 以 没有 理由 为 什么 解 在 每 条 分 支 上 得 有 ey 的 相同 的 乘 子 . 注意 到 如 果 把 v 的 
区 域 限制 在 上 半 平 面 y > 0, 则 每 条 双 曲 线 zy = d 只 有 一 个 分 支 , 所 以 (26)@ 事 
实 上 将 是 在 半 平 面 y > 0 上 的 通 解 . 如 果 限 制 在 y < 0, 类 似 的 评注 适用 . 假设 
我 们 试图 通过 下 面 定 义 来 粘 合 在 每 个 半 平 面 上 的 通 解 

et y>0, 


(27) 
D(zy)ey, y <0. 


其 中 C 和 D 是 C1 函数 ， 的 确 , (27) 对 于 y > 0 和 yY < 0 是 原 偏 微 的 Cl 
解 ， 然而 须 确定 w 在 z- 轴 上 的 点 (y = 0) 有 定义 且 是 Cl 的 .要 使 w 有 定 
义 , 就 得 有 C(0) = D(0) ( 即 , 公式 在 y = 0 处 必须 一 致 ). 再 者 , 对 y > 0, 有 
uz(T,y) = C'(zy)yey 且 对 y 和 0 有 wz(z,y) = D'(zy)yey. 因此 , 在 两 种 情形 都 
有 wz(z,0) = 0, uz 有 定义 且 是 连续 的 . 于 是 


Ty C' (zy)zey + C(xry)ey, vy>0, 
YY Dry)rer + D(zy)er, y<o. 


为 使 公式 在 y = 0 处 相等 , 需要 C'(0) = D'(0). 于 是 ,只 要 假设 C(0) = D(0) 
和 C(0) = D'(0), (27) 是 一 个 解 . 的 确 , (27) 是 原 偏 微 的 通 解 , 其 中 C 和 D 是 
满足 C(0) = D(0) 和 C'(0) = D'(0) 的 任意 C1 函数 . 例如 , 取 Clr) = > 和 
Dr) = sinr, 得 特 解 


sin(ZV)ey， 2% <0. 
注意 到 这 样 的 事实 是 有 趣味 的 : 为 使 u(z,y) 对 所 有 的 x 和 yy 有 定义 , 则 (27) 中 
的 函数 C 和 DD 每 个 必须 对 所 有 的 实数 有 定义 . 这 样 , 就 得 到 一 个 一 阶 偏 微 的 例 
子 , 它 需要 两 个 任意 函数 来 表示 其 通 解 . 这 就 导致 一 个 有 趣 的 问题 . 存在 能 唯一 
确定 偏 微 (24) 的 解 的 侧 边 条 件 吗 ? 答案 是 “没有 ”似乎 是 合理 的 , 因为 这 个 侧 边 
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条 件 将 确定 两 个 任意 函数 C 和 D. 的 确 , 赋予 侧 边 条 件 的 曲线 将 要 穿 过 每 条 双 
曲线 zy = d 的 每 个 分 支 一 次 且 只 有 一 次 . 考虑 下 面 图 3 中 显示 的 四 个 分 支 . 


图 3 


容易 看 出 , 没有 一 条 连续 曲线 它 穿 过 这 些 分 支 恰好 是 一 次 的 . 这 表明 没有 一 个 
侧 边 条 件 它 能 唯一 确定 原 偏 微 的 解 ， 可 通过 赋予 两 个 侧 边 条 件 来 获得 唯一 解 ， 
比如 


u(z,1) = 二 h(z) 和 w(z, 一 1) = k(z)， 其 中 h(z) 和 k(xz) 是 C1 函数 . 
则 可 由 下 面 关 系 来 确定 通 解 (27) 中 的 函数 C 和 D: 
C(x)e = w(z,1) = h(x), 
D(z)e-! = wl(z,—1) = k(z). 


因此 , C(z) = h(z)/e 和 D(x) = k(z)e. 因 须 有 C(0) = D(0) 和 C0’(0) = D'(0), 于 
是 为 了 解 存在 , 故 导出 函数 h(z) 和 k(z) 须 满足 相当 奇怪 的 条 件 h(0) = e2k(0) 
和 hv(0) = e2k’'(0)! 口 

例 5 说 明 , 在 构造 通 解 的 过 程 中 , 当 特 征 曲线 族 具 有 “拓扑 非 平凡 ”结构 时 ， 
即 不 存在 与 每 条 特征 曲线 横向 相交 一 次 的 正则 侧 边 条 件 曲 线 时 , 会 产生 复杂 情 
况 . 因此 , 制定 一 个 具体 的 过 程 , 凭 此 可 获取 一 阶 变 系 数 线 性 偏 微 的 完全 通 解 ， 
如 果 并 非 不 可 能 的 话 也 将 是 困难 的 (或 至 少 是 使 用 起 来 非常 不 方便 的 ). 本 质 上 ， 
可 通过 在 特征 曲线 (z( 加 ,y(t)) 上 解 常 微 (12) 然后 把 这 些 曲 线 上 的 解 粘 合 起 来 
构成 任 一 解 . 但 实际 上 这 不 是 像 听 起 来 那么 容易 . 可 给 出 一 阶 线性 偏 微 的 例子 ， 
它 的 通 解 含有 无 穷 多 个 任意 函数 (参看 习题 8) . 
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对 气体 流 的 应 用 


想象 一 气体 (或 可 压缩 介质 ) 平行 于 一 给 定 直线 ( 设 为 z- 轴 ) 流动 . 记 气 体 
在 点 (z,y,z) 在 时 刻 t 的 密度 (单位 体积 质量 ) 为 p(z,t); 为 简单 起 见 假设 密度 
与 y 和 z 无关 . 令 在 点 (x,y,z) 在 时 刻 t 的 速度 为 v(x,t)i, 其 中 i 是正 z 方向 
的 单位 向 量 . 证 明 由 于 质量 守恒 , 函数 p(z,t) 和 vw(z,t) 必 满 足 所 谓 的 连续 性 方 
程 : 


pt+(pv)z = 二 0 或 pi ++vpz 十 vzp =0. (28) 


关于 推导 , 考虑 zo 和 zo + Az 之 间 的 空间 ( 见 图 4). 


Et 
Wh tN 


Xo Xot+Ax 
图 4 


在 时 间 间 隔 At 穿 过 平面 x = zo 上 单位 面积 进入 这 个 空间 的 质量 为 p(xo,t)v(zo， 
t) 人 At, 而 通过 表面 x = zo + Arz( 单 位 面积 ) 在 时 间 间 隔 At 流出 的 质量 3 p(zo 十 
人 7z,t)At. 于 是 , 在 At 期 间 在 两 平面 之 间 单 位 截面 间 的 质量 净 变 化 近似 地 由 下 
式 给 出 
To 十 人 Az 
人 (plz,t+Ai — plz,t))dz ~ — (p(zo + Az,t)v(zo + Az,t) 
Ee p(zo, t)v(zo, t))At. 

用 ArAt 相 除 ， 然后 以 Ar 和 At 趋 于 零 取 极限 ， 得 pt (To, t) > —(pv)z (xo,t), 这 


就 得 到 (28). 通过 事先 指定 v(z,t), 只 要 知道 p(z, 0)[ 即 , 在 时 刻 t= 0 时 的 密度 ]， 
就 可 利用 (28) 算出 “未 知 ” 密 度 p(z,t). 换言之 , 求 p(z,t) 就 得 解 问题 


pi + vpz + vrp = 0, p(x,0) = polz), (29) 


其 中 po(z) 是 某 个 给 定 的 C1 函数 (初始 密度 ). 我 们 来 考虑 一 些 特殊 情形 . 
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1. 假设 v(z,t) = vo 是 常数 . 则 (29) 中 的 偏 微 成 为 p; + zwopz = 0. 特征 线形 
成 斜率 dz/dt = vo 的 直线 族 ( 即 , z - vot = d). 不 用 进行 熟悉 的 变量 变换 , 易 见 
这 个 偏 微 的 通 解 是 p(x,t) = C(xz -vot), C 是 任意 Cl 函数 . 由 (29) 中 的 初始 条 
件 , 得 po(z) = C(z - vo :0) = C(z). 于 是 , 该 情形 问题 (29) 的 解 是 


p(z,t) = polT — vot). 


换 句 话说 , 密度 分 布 以 速度 |vo| 顺风 传播 . 

2. 假设 v(z,t) = az, 其 中 a 是 某 个 正常 数 . 在 此 情形 , 速度 对 负 的 z 是 以 
一 方向 而 对 正 的 xz 是 以 +i 方向 ( 即 , 风 以 离开 点 x = 0 吹 走 ). 自然 , 在 这 种 情 
形 预 想 在 z = 0 处 的 密度 随 着 时 间 减 少 . (29) 中 的 偏 微 成 为 pi + azpz + ap = 0. 
特征 方程 z'(t) = az 的 解 在 zt - 平面 形成 特征 曲线 族 z = dest 或 re-ot. 作 变 


量变 换 
WwW= zero T= we 
z=t : t=2z ， 


并 令 r(w,z) = p(z,;t). 原 偏 微 化 为 
0 三 pt 十 QZpz 十 ap 三 (root 十 Frzzt) 十 azZ(ruotUz 十 Frzzz) 十 ar = 7; 十 GT 


或 rz+ar = 0. 通 解 为 r(w, z) = C(w)e-%*, C 为 任 一 C1 函数 , 由 此 得 p(z,t) = 
C(ze~ot)e-ot. 利用 初始 条 件 , 得 po(z) = p(x,0) = C(z), 因此 C(z) = po(z). 
则 这 时 问题 (29) © 的 唯一 解 为 
Pp(z,t) = po(ze™™)e ™. (30) 

密度 在 xz = 0 处 减少 , 正如 所 预想 的 . 注意 到 下 面 现 象 是 有 趣味 的 : 在 po(z) = 
po 二 常数 情形 ,有 p(z,t) = poe 9t 与 z 无 关 , 即使 风速 v = az 依赖 于 z. 还 注 
意 到 (30) 表明 p(z,t) 的 图 像 是 po(z) 的 图 像 经 水 平方 向 以 因子 eet 伸缩 以 及 速 
度 以 因子 e-* 压缩 得 来 . 这 些 过 程 ( 合 起 来 ) 保持 图 像 下 的 面积 不 变 , 这 意味 着 
总 质量 ( 即 , 密度 关于 zx 的 积分 ) 保持 不 变 . 
几何 应 用 

这 里 将 求 所 有 的 函数 v = w(xz,y) 使 得 图 像 2 = ulz,y) 在 任意 点 (zo, wo， 
u(zo, yo)) 的 切 平面 过 原点 . 假设 是 C1 的 . 回忆 起 图 像 在 (zo,yo,u(zo,yo)) 的 

外 原文 误 为 (14). 一 一 译 者 


82.2 变 系数 “ 81 ， 


切 平面 方程 为 
uz (To0, Yo)(T — Zo) + uy(To, yo)(y — Yo) — (z — uzo, yo)) = 0. 
为 了 (0,0,0) 在 此 切 平面 上 , 必 有 一 wz(zo, yo)zo 一 wy(zo,yo)yo 十 u(zo,yo) = 0. 此 
等 式 对 v 的 定义 域内 一 切 (zo,yo) 成 立 , 函数 必须 满足 偏 微 
TUz +yuy —u=0. (31) 
特征 曲线 满足 dy/dz = y/z, 其 解 为 Inly| 一 In|z|= Inld| 或 y/z =d, 是 zy- 平 


面 上 起 点 为 原点 的 射线 族 . 为 解 (31), 转换 坐标 系 使 得 坐标 之 一 在 每 条 这 样 的 
射线 上 是 常数 . 极 坐标 (7,9) 是 完全 合适 的 , 当 9 = 常数 时 表示 一 射线 . 该 变换 


(对 (z, 妇 和 关 (0,0)) 是 
7 一 Vzr2 二 2，zZ=Tcosb; 
逆 变 换 
recon( zs + Yy<0 
逆 变 换 比 变换 本 身 更 简单 ( 原 变 换 在 原点 无 定义 ). 意识 到 (31) 该 化 为 关于 > 
的 常 微 . 我 们 利用 逆 变 换 来 计算 w, 而 不 是 利用 原 变换 来 计算 zuz + yuyv, 这 里 
v(7,0) = vu(z, y): 


arccos( 一 王 -一 )， 过 0 
0 = | V7 + y=7sinb. 


Vr = UrTr Uyyr = Uzcos0+uysing 或 rvr = zuz+ Yuy. 


因此 , (31) 化 为 rur -v= 0, 其 解 为 v(7,9) = C(9)7, 其 中 C(9) 是 9 的 任意 Ca 
函数 . 图 像 > = v(r,9) 由 空间 始 于 原点 的 射线 组 成 并 形成 一 个 圆锥 体 , 以 原点 为 
其 可 能 项 点 , 如 图 5 所 示 . 注意 到 曲面 9 = bo 是 由 2- 轴 伸展 出 来 的 半 平 面 昌 图 
像 与 此 平面 交 于 直线 > = C(go)r. 当 在 原点 有 顶点 时 , 图 像 将 在 (0,0) 处 没有 切 
平面 , 这 隐 含 对 应 于 v(7,9) = C(9)r 的 函数 u(z,y) 在 (0,0) 处 不 是 C1, 即使 C 
是 C1 的 . 出 现 这 种 奇怪 现象 是 因为 变换 (z,y) (7,9) 在 (0,0) 处 是 不 确定 的 . 
当 锥 面 退化 为 过 (0,0) 的 平面 , 得 偏 微 (31) 的 一 个 解 u(x,y) = az + by , 此 解 即 
使 在 (0,0) 处 也 是 C1 的 . 可 容易 证 明 (31) @ 在 所 有 点 (z,y) (即使 在 (0,0)) 都 
是 C1 的 任 一 解 必 具 有 形式 u(z,y) = az + by ( 即 , 具有 平面 图 像 ). 确实 , 如 果 一 
个 解 在 (0,0) 处 是 C1 的 , 则 在 原点 它 有 切 平面 , 设 为 P. 然而 , 因为 所 有 形成 该 
曲面 的 射线 在 原点 与 曲面 相 切 , 所 以 它们 必 与 P 相 切 . 与 一 平面 相 切 的 射线 必 
落 在 该 平面 上 . 于 是 , 这 些 射 线 都 在 P 上 , 则 此 平面 就 是 u(x,y) 的 图 像 . 
外 原文 误 为 (16). 一 一 译 者 
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概要 2.2 


1. 特征 曲线 : ”zy 平面 上 一 曲线 称 为 是 偏 微 
a(z,y)uz + b(z, yuy + (TY = f(7,Y), UU= u(r,Y) (S1) 
的 特征 曲线 , 如 果 在 曲线 上 每 点 (zo,yo), 向 量 g(zo,yo) = a(zo, yo)i + b(zo, yo)j 


与 曲线 相 切 . 特征 曲线 族 可 通过 解 特征 方程 
dy _ b(z,y) 
dr a(z,Y) 
获得 . 特征 曲线 的 意义 在 于 : 在 每 条 特征 曲线 上 偏 微 (S1) 成 为 沿 着 特征 曲线 位 
置 变 量 的 函数 的 常 微 (参看 下 面 的 2 和 3 部 分 ). 


(52) 


2. 变量 变换 :， 令 (S2) 的 解 族 ( 即 , 特征 曲线 族 ) 的 隐 式 表示 为 h(z,y) = d, d 
为 任意 常数 . 则 在 变量 变换 


w=h(z,y), z=y, 以 及 v(w,z) = ul(z,Y) (53) 


下 , 偏 微 (S1) 化 为 一 个 关于 v 的 含有 vs 但 不 含有 v 的 偏 微 . 可 用 z = k(z,y) 
来 代替 (S3) 中 的 “z = wy”, (zx,y) 为 任意 合宜 的 C1 函数 :但 一 般 而 言 , 关于 
v 的 偏 微 只 对 .zy -平面 上 变换 包 震 h(x,y), z = 有 (2;y) 是 唯一 可 逆 的 区 域 上 等 价 
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于 (S1). 为 获得 通 解 , 必须 把 在 这 样 的 区 域 上 的 解 如 此 粘 合 起 来 使 得 解 在 穿 过 
这 些 区 域 的 边界 是 C1 的 (参看 习题 5). 


3. 特征 方程 组 ， 特征 曲线 可 视 为 一 粒子 在 流体 流 中 流动 的 轨道 , 流体 具有 
速度 g(z,y) = a(z,y)i+b(z,y)j. 确定 这 种 粒子 位 置 (z(t),y(t)) 的 函数 z(t) 和 
y(t) 满足 特征 方程 组 


TF =a(z(t),y()) 和 YP 一 be 人) (S4) 


由 定义 , (S4) 的 解 (z(t), y(t)) 确定 了 由 此 描绘 出 的 特征 曲线 的 首选 参数 化 . 令 
u(z,y) 为 (S1) 的 解 , 并 令 U(t) = u(z(t),y(t)),， C(t) = c(z(t),y(t)) 和 下 = 可 
f(z(t),y(t)). 则 过 ( 满足 常 微 


UA(t) 二 CU(t) = F(t)， 得 解 U(t) = 一. a mt 人 r)F(r)dr + U(0)), (85) 


其 中 m(t) = exp(J6 C(7)ar). 于 是 , 偏 微 (S1) 的 解 u 沿 着 一 特征 曲线 在 (z(t)， 
y(t)) 处 的 值 U(t) 由 它 的 值 UV(0) = w(z(0),y(0)) 确定 . 


4. 解 的 参数 形式 : 令 s 为 沿 一 正则 侧 边 条 件 曲线 的 位 置 变量 ,该 正则 侧 
边 条 件 曲 线 与 每 条 特征 曲线 横向 相交 且 恰 好 相交 一 次 .对 每 个 固定 的 s, 令 
(X(stY(s) 为 粒子 在 时 刻 t 的 位 置 , 该 粒子 始 于 侧 边 条 件 曲线 上 对 应 于 s 
的 点 , 并 随 着 流体 流动 . 换言之 , 丽 数 X(s,b 和 Y(s,t) 是 特征 方程 组 的 解 (对 每 
个 固定 的 s) 

Lx t) = a(X(s,t), Y(s,t)) 
具 给 定 的 初始 条 件 X(s,0) 和 Y(s,0), 其 中 当 s 变化 时 (XX(s,0),Y(s,0)) 绘 出 侧 
边 条 件 曲线 . 赋予 偏 微 (S1) 侧 边 条 件 w(X(s,0),Y(s,0)) = G(s), 则 对 每 个 固定 
的 s 应 用 公式 (5S5), 得 


和 SY(s, £) = b(X(s,t),Y(s,t)), (Ss6) 


u(X(s,t), Y(s,t)) = U(s,t) = rs (/ m(s, 7)F(s,T)dr + G(s)). (S7) 


因此 , 有 下 面 的 偏 微 (S1) 解 的 参数 形式 © 


r= X(s,t), y= Y(s,t), u = Ul(s,t). (S8) 
外 原 文 误 为 (S9). 一 一 译 者 
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如 果 能 从 (S8) 的 前 两 式 唯 一 的 解 出 以 zx 和 ? 表示 的 s 和 也 比方 说 s = S(x,y) 
和 + 上 = 7T(z,y), 就 得 到 显 式 解 u(z,y) = U(S(z,y),T(z,y)). 随 着 s 和 上 的 变化 ， 
点 (XX(s,t),Y(s,t),U(s,t)) 典型 地 绘 出 包含 显 式 解 u(x,y) 图 像 的 曲面 , 如 果 这 
样 的 解 存在 的 话 . 


练习 2.2 


1. 求 下 列 偏 微 在 指定 区 域 上 的 通 解 . 
(a) zuz + 2yuy =0, 7T>0,y>0 
(b) zuz — 2yuy 二 4 一 ez, 7Z>0 
(c) zuz 一 TYyuy 一 4 二 0， 对 所 有 的 (z,2) 
(d) yuz 一 4zuy = 二 2zy， 对 所 有 的 (z,y)， 
2. 求 习 题 1 中 的 偏 微 分 别 满足 下 列 侧 边 条 件 的 特 解 . 
(a) ulz,1/7)=z (>0) (b) ull,y) = 
(c) wu(z,z) = zzez (d) uw(z,0) = z4. 
3. 求 习题 1 中 的 偏 微分 别 满足 下 列 侧 边 条 件 的 解 的 参数 形式 . 注意 到 在 每 种 情形 求 显 式 
解 v(z,y) 是 徒劳 的 . 
(a) u(s,e™*)=sins, s>0 (b) wt(s,sinhs)=0,s>0 
(c) wu(s?,s) = s? (d) u(s, 33) = 1. 
4. 证 明 习 题 1(d) 中 的 偏 微 没有 满足 侧 边 条 件 v(z,0) = za 的 解 ， 用 特征 曲线 解释 这 个 
结果 . 
5. 证 明 习 题 1(a) 中 的 偏 微 对 所 有 (z,y) 有 定义 且 是 C 的 唯一 解 是 常 值 函数 (例如 ， 
u(x,y) = 5). 
提示 注意 到 特征 曲线 都 是 从 原点 发 出 . 
6. 习题 1(c) 中 的 偏 微 的 通 解 u(x,y), 即 u(z,y) = zC(yez), 具有 性 质 u(0,y) = 0. 因此 ， 
u(0,y) 不 能 任意 指定 , 即使 y- 轴 穿 过 每 条 “特征 曲线 ”y = de-= 仅 有 一 次 . 通过 给 出 
特征 曲线 的 首选 参数 化 (z(t),y(t)) 来 解释 这 个 明显 的 矛盾 , (z(t),y(t)) 满足 


T(t)=z(t) 和 y(t) = -z(t)y(t). 


注意 到 每 条 曲线 y = de-” 是 由 三 条 这 样 的 特征 曲线 组 成 , 其 中 之 一 是 y- 轴 上 一 点 . 

7. 构造 偏 微 zuz 一 2ywuy = 0 的 一 个 解 , 该 解 在 整个 zy- 平 面 上 是 C1 的 , 但 又 不 具有 形式 
uz,y) = C(yz?), 其 中 C 为 C! 函数 . 

8. 考虑 偏 微 sin zuz 一 ycos zuy = 0. 
(a) 绘 出 该 偏 微 特征 曲线 的 草图 . 
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(b) 证 明 任 一 正则 侧 边 条 件 曲线 必 包 含 在 一 宽度 为 2r 的 垂直 的 带 中 , 此 正则 侧 边 条 件 
曲线 与 该 偏 微 的 任 一 相交 的 特征 曲线 恰好 横向 ( 即 , 以 非 零 角度 ) 相交 一 次 . 
(c) 证 明 需 要 无 穷 多 侧 边 条 件 才 能 唯一 确定 定义 在 整个 zy- 平 面 上 该 偏 微 的 解 . 
(d) 证 明 , 任 给 一 无 穷 的 C， 函数 的 族 , 设 为 f(y), 使 得 户 (0) =0 和 矿 (0) = 0 (n= 
0, 土 1， 土 2,… ), 存在 该 偏 微 的 解 u(z,y)( 对 所 有 的 (z,y) 是 C， 的), 满足 如 下 无 穷 多 
侧 边 条 件 中 的 每 个 侧 边 条 件 

wu((ne 十 3)n, y) = fr(y),， n=0,+tl1, +2,.…. 

9. 在 连续 性 方程 pi + v(z,t)pz 十 vz(Z,t)p = 0, 假设 v(zx,t) = azr", 其 中 n > 1 是 整数 
以 及 a > 0 为 常数 . 解 该 方程 满足 初始 条 件 p(z,0) = po(z) 的 解 . 证 明 , 与 预期 相反 ， 
在 原点 的 密度 p(0,t) 与 t 无 关 . 此 外 , 只 要 an 一 1)tz"-! > 一 1, 则 证 明 解 存在 , 如 果 
n 是 奇数 , 此 结论 对 上 > 0 和 所 有 的 z 为 真 . 如 果 n 是 偶数 会 怎样 ? 当 n 是 偶数 时 , 讨 
论 解 对 负 的 t 的 自然 和 可 能 的 物理 意义 . 
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特征 法 也 可 用 于 高 维 一 阶 线性 偏 微 的 情形 . 例如 , 在 三 维 情形 , 最 一 般 的 一 
阶 线性 偏 微 是 


al(z, y,2)uz + b(T, Y, z)uy + c(z,Yy, Z)uz 二 d(z, 2 Z)u 全 f(z, Yy,2), 4 = ul(z, Y, 2)， 


(1) 


a, b,c, d 和 f 为 给 定 的 C1 函数 . 特征 曲线 (z(t),y(t), z(t)), 其 中 t 是 首选 参 
数 (参看 第 2.2 节 的 (8)), 是 下 面 方程 组 的 解 


学 a(z(t), y(t), z(t)), % b(z(t), y(t), z(t)), = c(z(t), y(t), z(t)). (2) 


特别 , 用 z 代替 t 作为 参数 通常 更 方便 , 这 时 上 述 方程 组 化 为 关于 未 知 的 y(z) 
和 z(z) 的 两 个 方程 (假设 a(z,y, z) A 0) 


dy _ bry(7),2(2) 和 (ry), (2)) 


dr a(z,y(x),z(z)) dz a(z, y(7), z(7)) 
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(3) 的 解 典型 地 依赖 于 两 个 任意 常数 , 设 为 a 和 .8. 把 解 写 作 y(z;a, 8),z(zia, D)， 
对 每 一 对 固定 的 a 和 8 , 随 着 zx 变化 , 由 点 (z,y(z; a, 6B),z(z; a,B)) 绘 出 的 曲线 
是 特征 曲线 . 现 假设 能 同时 由 两 个 方程 


y=Yyz;o,B) 和 z=z(ziaD) (4) 


唯一 地 解 出 以 xz, y 和 z 来 表示 的 a 和 6. 设 其 为 a = A(z,y,z) 和 6 = 了 (zyz)， 
其 中 4 和 B 为 某 函 数 . 对 应 于 数 对 (a, 8) 的 特征 曲线 是 两 曲面 4(z,y,z) = a 
和 B(z,y,z) = 6 的 交 线 (为 什么 ?). 在 该 特征 曲线 上 , 函数 4 和 B 是 常数 ( 即 ， 
分 别 为 a 和 8). 车 作 坐标 变换 使 得 特征 曲线 可 由 固定 两 个 新 坐标 (比如 zx 和 汉 
而 让 剩 下 的 坐标 z 变化 得 到 , 原 偏 微 就 可 简化 为 一 个 常 微 . 令 


T= A(z,y,z), y= B(z,y,2) 和 z= 2z. (5) 


注意 到 当 xz 和 固定 时 , 得 到 一 特征 曲线 . 从 理想 上 来 说 , 希望 变换 (5) 是 可 逆 
的 , 要 不 然 会 出 现 一 些 困难 , 就 如 在 2 维 情形 看 到 的 那样 (参看 第 2.2 节 的 例 5). 
令 (1z,9,z) = u(z,y,z), 得 


Quz + buy + Cuz 
=a.: (Uzzz + Uyyr + Uszr) +b: (Uszy + Uydy + Uzzy) 
十 C， (UzTs + Ugyz 十 Uszz) 
= (a4z +bAy+cAz)is+t (aBr +bBy + cBz)iy + cis = cis, 
其 中 两 项 圆 括号 由 于 下 面 的 理由 去 掉 . 设 (zo, yo, zo) 为 任 一 点 , 令 (z,y(z),z(z)) 
为 过 这 点 的 特征 曲线 ( 即 , y(zo) = yo，z(zo) = zo). 因 4 在 任 一 特征 曲线 上 为 
常 值 , 所 以 有 (ae 地 0) 


d dy dz 
0= 区 4(z,y(z)hz(z)) = 4z 二 4 vi + hs 元 = 4- 十 4y 一 2 十 AS 


(6) 


1 
一 (oa4z 十 b4 十 c4z). 


因此 , 在 这 任意 点 (zo,yo,zo) 处 a4z*+b4y+c4: = 0. 类 似 地 , aBs+bB,+cB; = 
0. 由 (6), 可 见 偏 微 (1) 化 为 关于 z 的 常 微 (z 和 固定 ) 


d(1, 9, 2)is + d(z, 9, 2)u = f(z,y, 2), (7) 
其 中 za 和 f 是 利用 (5) 的 逆 变 换 (如 果 存 在 这 样 的 逆 变 换 ), 以 元 了 和 了 来 
表示 的 了 本数 cd 和 f. 则 由 (7) 能 解 得 (x,5,z), 从 而 


u(Z, 2 2) = UA(z,Yy, 2), B(z,y, z), z) 
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是 原 偏 微 (1) 的 一 个 解 . 

要 实现 所 有 这 些 过 程 有 许多 技术 障碍 . 必须 得 解 方程 组 (3), 这 一 般 不 是 件 
容易 事 , 虽然 有 时 解 是 以 期 望 的 形式 4(z,y,z) =a 和 B(z,yz) = 6 表示 , 使 得 
不 必 同 时 由 (4) 去 解 a 和 8. 再 者 , (5) 的 逆 变 换 也 许 是 不 确定 的 或 难得 到 的 . 
在 2 维 情形 已 经 看 到 由 于 逆 变 换 的 不 确定 而 出 现 的 困难 . 在 3 维 情形 , 由 于 特 
征 曲线 会 出 现 扭 结 和 链 环 的 可 能 ,“ 整 体 ”情况 会 更 复杂 . 在 例子 和 习题 里 , 我 们 
将 让 情况 相当 简单 . 

例 1 求 偏 微 的 通 解 

2uz 十 3uy 十 5uz — LU=0, w=u(r,y,2). (8) 

解 ”特征 曲线 由 通过 解 方程 组 得 到 : 

dy 3 dz 5 

dr 2 dr 2 
得 y= 辕 + 甸 z= 车 + 如 其 中 a 和 /为 任意 常数 .或 者 ,特征 曲线 是 由 水 平 
曲面 (这 里 是 平面 ) 2y -3z = a 和 2z -5z = 6 的 交 线 所 确定 的 直线 . 因此 , 作 
变量 变换 


这 里 , 逆 变换 存在 且 已 计算 出 , 虽然 将 不 会 用 它 . 置 (x,y, 2) = u(z,y,z), 得 


2uz = 3uy + Huz 
= 2(istz + Uyyz + Uszz) + 3(Uzzy + Uydy + Uzzy) + 5(Uzzz + gy + Uszz) 
=(—6+6+0)ist(—10+0+10)ius + Sus. 


因此 , (8) 化 为 55z 一 五 = 0, 其 解 为 (7z,9,z) = C(z,9)es5, 其 中 C(z, 妨 是 (3,9) 
的 任意 C1 函数 .(8) 的 通 解 以 x, y 和 > 表示 是 


u(z,Yy,z) = C(2y — 37,2z — 5z)e*/s. OO (9) 


注 记 (9) 中 的 函数 C 可 由 在 一 曲面 上 附加 一 个 侧 边 条 件 来 确定 , 该 曲面 
与 每 条 特征 曲线 交 于 一 个 点 . 考虑 下 面 在 zy- 平 面 上 的 侧 边 条 件 


u(x,y,0) = z? siny. (10) 
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由 方程 (9) 和 (10), 得 
C(2y 一 3z, 一 5z) = wu(z,y0) = z? siny. (11) 
现 令 r=2y 一 37, s= 一 5z. 则 z=#s 和 y=#(7 一 23s), 且 由 (11), 得 
Clr, s) = (5)? sin(3 37 — 5). 


则 偏 微 (8) 满足 侧 边 条 件 (10) 所 期 望 的 解 是 


0 


u(Z,y,z) = ( Ey sin(3 (2y — 37)— (2z 一 57))ez/5 


= (z 一 2 sin(y 一 $2)er/s, 口 
例 2 求 通 解 : 
Uz 十 2ty 十 6ztuz = 0, v= vu(T,y,2). (12) 
解 特征 曲线 由 解 方程 组 得 到 


其 中 y= y(z) 和 > = z(z). 注意 到 不 能 积分 对 第 一 个 方程 得 到 y = zz, 因 > 是 
Zz 的 未 知 函数 . 可 以 对 第 二 个 方程 积分 , 得 z = 3z2 + a. 然后 , 由 第 一 个 方程 得 
y 二 3 十 az 十 B. 从 而 , 特征 曲线 由 点 (z,zs +ar +B,3z2 十 a) 随 着 z 变化 时 绘 
出 . 解 出 用 (x,y,z) 来 表示 的 a 和 PB, 得 a=z--3z?, 6=y 一 za 一 (z 一 3z2)z = 
十 2z3 一 zz. 特征 曲线 是 曲面 a = z 一 3z?, 6 = y 十 2z3 - zz 的 交 线 . 作 变 量 


变换 : 
T=z— 37? z=+V§(z— 7) (z > 2) 
y=y+27 一 zz ; dy=9T23(2— 2)]3t Vz a) 
过 一“ 2 一 互 


注意 到 逆 变 换 不 是 明 俏 定 义 的 . 除非 不 是 限制 在 区 域 > > 0( 这 时 在 关于 z 的 
等 式 用 “+ ”) 就 是 限制 在 x : 0， 因 此 , 在 断言 由 这 个 变换 求 得 的 解 就 是 通 
解 时 必须 要 小 心 ， 置 (7z,5,2) = wu(z,y,z), 偏 微 (12) 化 为 6ziis = 0, 得 解 为 
i(z, 9,z) = C(z,9) 或 


u(z,Yy,2) = C(z — 372,Y + 273 — £2z), (13) 
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其 中 C 是 任 一 C1 函数. 然而 , 我 们 只 能 有 把 握 断 言 这 是 在 区 域 z > 0( 或 在 区 
域 x < 0) 上 的 通 解 , 在 该 区 域 上 变换 是 唯一 可 逆 的 . 实际 上 , 任 一 解 必 有 形式 


Clz 一 3z2?,y 十 2z35 一 Zz)， 7 0， 


C，De C1). 
D(z— 372,y+273— 7xz), 7<O0, 人 ) 


u(x,y,z) = { 
然而 , 为 使 解 在 zx = 0 有 合适 定义 , 需要 C(z,y) = D(z,y). 因此 , 函数 C 和 DD 
必须 相同 , 而 且 (13) 实际 上 就 是 对 所 有 的 (z,y, >) 有 定义 的 通 解 . 因 w(0,y, >) = 
Clz, 四 ,所 以 函数 C 将 立刻 由 在 平面 x = 0 上 指定 的 侧 边 条 件 确定 . 口 


一 阶 拟 线性 偏 微 和 Lagrange 方法 

关于 的 一 般 的 一 阶 偏 微 具 有 形式 F(z,y,w, uz,wy) = 0, 其 中 下 是 五 个 变 
量 的 函数 (例如 , F(z,y,w, uzyuy) = wu2u3 一 37uzuy 十 急 ). 虽然 有 一 个 特征 法 的 
推广 可 用 来 求解 这 样 的 方程 (参看 第 2.4 节 ), 但 要 解释 这 个 求解 过 程 却 相当 宛 
长 . 然而 , 有 一 类 一 阶 偏 微 现 在 可 以 来 解答 . 


具有 下 面 形式 的 方程 称 为 是 一 阶 拟 线性 偏 微 


al(z, yy, U)uz 牛 b(z, y, U)uy eT c(T， 2 2) =0 (u 一 u(Z, y)), (14) 


其 中 a, b 和 c 是 给 定 的 三 个 变量 的 C! 函数 . 


当 a 和 5b 不 依赖 于 wv 且 clz,yu) = 一 C(z,y)u 十 f(z,y) 的 特殊 情形 时 , (14) 成 
为 已 考虑 过 的 一 阶 线 性 偏 微 a(z,y)uz 十 b(z,y)wy 十 C(z,y)u = f(z,y). 然而 , 当 
a 和 依赖 于 w 时 , (14) 是 非 线 性 的 . 在 1779 年 , Joseph Lagrange 证 明了 (14) 
的 解 可 由 隐 式 yp(z,y,u) = 0 表示 , 其 中 yp(z,y,z) 是 下 面 线性 偏 微 的 解 (3 维 ) 


a(Z,y,z)wpz 十 bp(z,yz)py 十 c(z,2z)pz = 0, 


这 是 (1) 的 特殊 情形 ， 先 假设 u(z,y) 是 (14) 的 一 个 解 . 若 定义 olz,yz) = 
u(r,y) 人 则 在 u 的 图 像 上 任 一 点 (z, y， z) 三 (Z, 7， u(z, y)), 由 方程 (14), 得 


Q(Z， 2/， Z)pz 十 b(z, y, z)py 二 c(z, 2/， Zz)pz 
= a(z,y,u(T,Y)) uz + b(T,y, ul(T,Y)) uy + c(x,y, u(r,y)) : (—1) = 0. 
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反 过 来 , 假设 yp 是 (15) 的 解 , 使 得 曲面 elz,y, z) = 0 在 某 点 p = (zo,yo,zo) 的 
法 向 量 Vy = wpzi+ ozj+ 92zk 不 是 水 平 的 ( 即 , yp,(p) 关 0). 则 在 p 附近 , 曲面 是 
某 函 数 u(z,y) 的 图 像 [ 即 , p(z,y,u(z,y)) = 0]. 下 面 能 证 明 w(z,y) 必 是 (14) 的 
解 . 方程 p(x,y,u(zx,y)) = 0 关于 xz 和 y 求 导 , 得 

pz(T,Y, UT,Y)) + pz(T,Y, UT,Y)) uz (TY) =0 
和 

pylT, 2/， ul(Z, y)) Pz(T, y) ul(z, y))uy(z, y) =0. 
因此 Uzr = —pz /pz 和 Uy = 一 Py/pz. 把 这 些 Ur 和 Uy 表达 式 代 入 (14) 的 左边 ， 
由 假设 y 满足 (15), 得 

-= (ez,y, uz) ps + by, ut))py + elev und))ps) = 0. 


于 是 , u(x,y) 满足 (14). 总 之 , 由 Lagrange 方法 得 到 下 面 事实 ， 


拟 线性 偏 微 (14) 的 解 4 = wu(z,y) 能 由 p(z,y,u) = 0 隐 式 确定 , 其 中 p(x,y, z) 


满足 线性 偏 微 (15), 且 在 某 点 p, p(p) = 0, pz(p) #0. 


注 记 Lagrange 方法 背后 有 一 个 简单 的 几何 想法 . 令 v(z,y,z) = a(z,y, zji 
十 bz,y zjj+c(z,yz)k 为 空间 一 给 定 的 向 量 场 . 偏 微 a(T,Y, z)uz 十 D(Z,2 2)uy — 
c(z,y, 4) = 0 ( 即 ,v. (wzi+ uyj 一 k) = 0) 表明 v 在 所 有 点 (zyau(z;g 人 ) 与 4 
的 图 像 相 切 . 假设 把 % 的 图 像 视 为 由 w(z,y z) = 0 隐 式 确定 的 曲面 . 因 Vy 是 
该 曲面 的 法 线 , 于 是 条 件 v 与 该 曲面 相 切 意味 着 Vy . v = 0, 这 正 是 线性 偏 微 


15). 口 
. 例 3 求 下 面 拟 线性 偏 微 满 足 给 定 侧 边 条 件 的 解 : 
uz 十 aaly = 6z， u(0,y) = 3y. (16) 
解 相应 的 3 维 线性 偏 微 是 
Pz 十 zpy 十 6zpz = 0. (17) 


这 跟 在 例 2 中 求解 的 偏 微 相同 . 由 (13), 通 解 为 p(x,y,z) = C(z 一 3z2,y 十 2z3 一 
zz), 其 中 C 为 任 一 C1 函数 . 于 是 偏 微 (16) 的 解 对 函数 C 的 各 种 选择 由 


Cu 一 3z2,y 十 2z3 一 Zu) 一 0 (18) 
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隐 式 确定 . 例如 , 若 Clr,s) = r, 则 得 解 u 一 3z? = 0 或 用 显 式 vtz,y) = 3z?， 
而 如 果 Clr,s) = 7 一 s, 则 得 wv 一 3z? 一 y 一 273 十 zu = 0, 或 用 显 式 v(x,y) = 
(y +322 十 223)/(1 十 zx),，z 关 1. (16) 中 的 侧 边 条 件 可 用 来 确定 函数 C. 确实 ， 
因为 这 个 条 件 表 明 当 z = 0 时 v = 3y, 所 以 在 (18) 中 可 用 3y 代替 w, 用 0 代 
替 zx, 得 到 条 件 C(3y,y) = 0. 有 许多 函数 C 满足 这 个 条 件 , 一 个 简单 的 选取 是 
Clr,s)=7 一 3s. 由 此 得 解 

3(y + 7? 十 273) 


1 
一 =. 澡 
i 


u—372—3(y+273 一 zu) 二 0 或 ul(z,y) = 

注 记 ”如果 侧 边 条 件 (16) 用 更 一 般 的 条 件 u(0,y) = G(y)(G 为 给 定 的 Cl 
商 数 ) 来 变换 , 则 需 如 此 选取 函数 C, 使 得 C(G(y),y) = 0. 此 外 , C 的 选取 不 是 
唯一 的 , 但 一 个 简单 的 选取 为 Clr,s) = r 一 G(s). 于 是 , (16) 中 的 偏 微 的 一 个 解 
可 由 下 面 式 子 隐 式 获得 


U— 372— Gy+27 — zu) = 0. (20) 


一 般 而 言 , 从 (20) 能 解 出 w 显 式 地 用 zx 和 % 来 表示 是 罕见 的 . 然而 , 在 曲面 
p(T yz) =z—372— Gy+2z3 一 zz) =0 上 点 (0,y,G(y)), 法 向 量 Vp(0,y,G(y)) 
的 k 分 量 为 1( 不 为 零 ). 因此 , 曲面 在 这 些 点 上 不 是 垂直 的 , 于 是 曲面 是 偏 微 (16) 
的 某 个 解 u(z,y) 的 图 像 (定义 在 y- 轴 的 一 个 领域 里 ), 尽管 u(x,y) 的 显 式 公式 
可 能 是 难以 获得 的 . 回顾 在 第 2.2 节 中 , 能 确定 参数 化 解 X(s,t), Y(s,t), U(s,)， 
即使 当 求 显 式 解 u(x,t) 是 徒劳 时 . 从 相应 的 线性 偏 微 (15) 在 zyz- 空 间 的 特征 
曲线 能 容易 得 到 拟 线性 方程 (14) 的 参数 化 解 . 用 下 面 的 例子 来 说 明 这 种 方法 . 


例 4 求 下 面具 侧 边 条 件 的 拟 线性 偏 微 的 参数 化 解 
uz 十 Way = 67, uv(0,y)= G(Y), (21) 


其 中 G(y) 是 任意 C1 函数 . 
解 相应 于 线性 偏 微 pz + zpy + 6zpz = 0 的 特征 曲线 (z(t),y(t),z()) 的 


特征 方程 组 是 
dz dy dz 


这 一 1， at 三 Z， py = 67. (22) 


通 解 为 


zt)=t+a, yt)=t+3at+Bt+y, z(t)=3+6at+B, (23) 
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其 中 先 求 zx, 然后 求 z 最 后 求 y. 偏 微 we + zpy + 6zpz = 0 隐 含 p 在 任 一 特征 
曲线 上 为 常 值 , 因为 由 链 法 则 和 (22) 


Fp(z(t), v(t), z(t)) = pz 十 poor 的 十 Pa = pst py:z2(t) + pz:67(t) = 0. 


换言之 , 每 条 特征 曲线 落 在 形式 为 p(z,y,z) = 常数 的 曲面 上 . 解 u(z,y) 的 图 像 
是 这 些 曲 面 之 一 , 即 pe(z,y,z) = 0, 其 中 yp(z,y,2) = zz 37?—G(y+27r3— zz). 
这 意味 着 u(z,y) 的 图 像 由 一 族 特征 曲线 组 成 自然, 为 了 满足 侧 边 条 件 , 要 求 
这 族 特征 曲线 中 的 每 条 特征 曲线 过 形式 为 (0,s,G(s)) 的 点 . 令 z = X(s,t), y = 
Y(s,t), z= Z(s,t) 为 在 “时 刻 ”t = 0 时 过 点 (0, s, G(s)) 的 曲线 . 在 (23) 中 令 
z(0) =0, y(0)=s 和 z(0) = G(s), 得 a=0,68=G(s) 和 Y=s. 则 


X(s,t)=t, Y(s,t)=t3+G(s)t+s, Z(s,t)= 3t2+G(s). 


当 s 和 变化 , 得 到 通过 曲线 (0, s, G(s)) 的 曲面 , 正如 侧 边 条 件 所 要 求 的. 由 于 
这 张 曲面 是 由 y 在 其 上 取 常 值 ( 即 , 与 t 无 关 ) 的 特征 曲线 所 组 成 , 可 知 


p(X(s,t),Y(s,t), 2(s,t)) = p(X(s,0),Y(s,0), 2(s,0)) = ¢(0, s, G(s)) = 0. 


因此 , 当 s 和 t 变化 , 点 (外 (s,),Y(s,t),Z(s,t)) 绘 出 满足 p(z,y,w) = 0 的 点 
(Zz,y,4u) 的 集合 . 换 句 话说 , 得 参数 化 解 


r=X(s,t)=t, y=Y(s,t)=t3+G(s)t+s, u=U(s,t)= 2(s,t) = 3t2+G(s). 
口 


对 交通 流 的 应 用 


令 p(z,t) 为 一 单行 道上 点 z 处 在 时 刻 t 时 的 车 辆 密度 ( 即 ，/*p(z,t)dz 是 
rz 二 a 和 Zz =， 之 间 汽 车 的 数量 ). 将 问题 简化 , 假设 p(z,t) 是 C1 的 . 令 M 为 
合法 的 速度 极限 , 通常 可 外 加 另外 的 5 英里 /小 时 不 受 惩罚 . 令 d 为 交通 堵塞 的 
密度 . 则 可 假设 在 z 处 在 时 刻 t 时 车 流速 度 v(z,t) = M(1 - p(z,t)/d). 注意 到 
当 p=d 时 v=0 以 及 当 p=0 时 v= M. 然而 , 当 p = 3a( 即 , 诸 车 之 间 大 约 
有 一 车 长 的 间距 ), 有 v = 3M, 如 果 M = 60 这 是 相当 不 安全 的 , 不 过 还 是 让 我 
们 继续 下 去 . 连续 性 方程 ce + (vp)s = 0( 参 看 第 2.2 节 的 (28)) 不 仅 适用 于 气体 
流 也 适用 于 交通 流 . 因 


(op) = 大 [M( bp] = MO 28)p,, 
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得 到 关于 交通 密度 的 拟 线性 偏 微 


p+ M(1— 2§)ps =0. (24) 


关于 yp(z,t,z) 相应 的 线性 偏 微 是 yp + M(1 - 23)pz 二 0. ws = 0. 如 下 , 直接 得 
到 解 的 参数 化 形式 . 上 已 用 在 方程 中 , 用 7 来 代替 t 作为 参 变 量 ， 特 征 方程 为 
tl(7)=1 z(t) = M(1 一 23) 和 z(t) =0. 因此 , 对 任意 的 常数 a, 8 和 ?, 特征 
曲线 由 下 面 给 定 


t(7)=7T+a, Zz(7)= M(1— 7 +B, z(t)=7. {25) 


假设 初始 密度 p(x,0) = f(z), 或 p(s,0) = f(s). 对 固定 的 s, 要 选取 形 如 (25) 的 
特征 曲线 , 使 得 当 r = 0 时 过 (0, s, f(s)). 因此 , 取 aw=0, 8=s 和 7= f(s). 于 
是 参数 化 解 为 


三 人 人 f(s))r ip ee 


令 。 为 某 个 固定 的 值 , 比如 是 zo. 则 (26) 隐 含 密度 olz, 在 zt 平面 的 直线 
z= M(L- 3f(zo)t+ zo (27) 


上 是 常数 ( 即 ,f(zo)). 若 把 zo 的 值 换 成 新 的 值 zi 且 f(zo) 关 f(z1), 则 新 的 直 
线 将 在 某 点 (x2,t2) 与 前 面 的 直线 相交 , 因为 这 两 条 直线 的 斜率 将 会 不 同 . 而 且 ， 
因 f(zo) 关 f(z1), 则 p 在 新 直线 上 的 常数 值 将 不 同 于 p 在 前 一 直线 上 的 常数 值 . 
因此 , 在 交点 得 到 矛盾 : p(z2,t2) = f(z0) 和 p(z2,t2) = f(z1). 于 是 , (24) 对 所 有 
(zx,t) 有 定义 的 唯一 解 p(z,t) 是 那样 的 解 , 其 初始 密度 p(z,0) = f(z) 是 常数 , 比 
如 f(z) = c 这 时 p(z,t) =c ( 即 , 车 辆 以 匀速 M(1 - $) 运行 , 若 0< cg 4q). 也 
许 会 出 现 对 所 有 t > 0( 但 不 是 所 有 + < 0) 非常 数 解 存在 . 确实 , 若 车 辆 的 初始 密 
度 f(z) 选 为 在 z 的 正方 向 是 减少 的 ( 即 , P(z) < 0), 则 f(z0) > f(z1),z1 > zo， 
且 交 点 (z2,t2) 落 在 z- 轴 下 面 , ( 即 , to。 < 0), 因为 过 (zl， 0) 的 直线 的 斜率 小 于 过 
点 (zo,0) 的 直线 的 斜率 . 然而 , 如 果 f(z) 在 某 点 是 正 的 , 比如 在 zo, 则 对 某 点 
Zz1 > z0, 有 f(z1) > f(zo) 和 相应 的 直线 将 在 z- 轴 上 方 相 交 ( 即 , 解 p(z,t) 在 


(zx2,t2) 将 不 存在 , 其 中 妇 > 0). 当 在 某 处 六 (z) > 0, 将 求 得 最 小 的 时 间 t > 0， 
使 得 解 在 此 时 之 后 不 再 存在 . 在 任意 给 定 的 时 间 to, 参数 化 解 (26) 的 “图 像 ” 是 
由 下 面 参数 化 给 出 的 zp 平面 上 的 曲线 ( 当 s 变化 ) 


该 曲线 在 (z(s), p(s)) 的 切 向 量 为 

w(t ps) = 0 — f(s)to)i+ f(s). (29) 
因此 , 当 f'(s) 关 0 且 

2M d 
1— -f(s)to =0 或 如 = 2M770 

时 , 切 向 量 在 (z(s), p(s)) 处 将 是 垂直 的 . 令 G 是 f'(z) 的 最 大 值 (或 更 精确 地 , 最 
小 上 界 )( 即 , G 是 车 辆 最 大 初始 密度 梯度 ). 假设 G < co. 则 只 要 to < d/(2MG)， 
密度 曲线 p(x,to) 就 没有 垂直 切 向 量 且 解 对 所 有 的 (zx,t), t < d/(2MG) 存在 . 然 
而 , 除非 f(z) = G, 对 那些 比 d/(2MG) “略微 ”大 些 的 t, 解 p(z,t) 不 再 是 Cl 
的 , 因 在 这 样 的 时 刻 上 将 会 有 垂直 的 切 向 量 . 确实 , 密度 图 形 通 常 将 会 在 它 自己 
上 面 重 释 起 来 且 不 再 是 一 个 函数 的 图 像 , 好 比 是 一 个 打破 的 波 (参看 下 面 的 图 
1). 注意 到 p(x,t) 本 身 决 不 会 超过 d, 如 果 f(z) = p(z,0) < d. 然而 , 交通 流 理 
论 预测 如 果 在 某 处 f'(z) > 0, 密度 将 会 发 展 成 一 个 急剧 的 跳跃 ( 即 , 一 个 垂直 切 
向 量 ) 或 被 称 之 为 激 波 . 当 一 个 激 波 出 现 , 密度 梯度 为 无 穷 , 这 必然 造成 接近 激 
波 点 处 的 车 流速 度 的 一 个 迅速 变化 . 由 于 车 辆 碰撞 只 会 在 瞬间 猛然 发 生 ， 所 以 
交通 流 理论 表明 事故 很 可 能 发 生 在 激 波 点 上 . 再 者 , 如 同 下 面 例子 所 揭示 的 , 交 
通 流 理论 可 用 来 预测 哪里 和 什么 时 候 激 波 可 能 发 生 . 

例 5 用 上 面 的 符号 , 令 车 辆 的 初始 密度 为 p(z,0) = 各 rz, a < d 为 常数 . 
首先 , 最 大 密度 的 点 为 z = 0. 在 时 刻 t 最 大 密度 的 点 在 哪 ? 什么 时 候 以 及 在 哪 
里 产生 第 一 次 激 波 ? 

解 ” 对 每 个 zo, 解 在 直线 (参看 (28)) 


T= M(1— 3 f(z0))t + zo 


上 为 常 值 f(zo) = Ez， 置 zo = 0, 立刻 可 见 在 时 刻 t 时 的 最 大 密度 是 在 
z 二 M(1 一 和 )t 处 . 因此 , 如 果 a < #4d 最 大 密度 点 将 向 右 移动 , 如 果 a > #4 则 
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向 左 移动 , 如 a = #4 就 停留 在 zx = 0 处 . 使 f'(z) = -2az(l + z2)-2 的 最 大 值 
的 z 满足 i 
1 _ <alvT 一 
=f"(z)= ir) 


即 , zi = 一 4V3. f'(z) 的 最 大 值 为 


G=f(-3V3) = 入 (4/3) 时 2 = V5. 


于 是 , 第 一 个 激 波 发 生 时 刻 为 


d d 4d 
my 2M¥V3 Gam’ 


位 置 为 
we 3f(z)a i Mp 本 人 V3 3V3 
a so) 5 3V3= (2° — 1)VS. 
正如 和 人们 所 预料 的 , 它 小 于 在 时 刻 t Es 即 , 点 
MM(1 — 2.5 )5V5-57 = ( 舌 - 9)VS 口 
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对 连续 介质 力学 的 应 用 


想象 一 管 具有 速度 v(z,y)i 的 气体 或 某 个 可 压缩 的 介质 (参看 第 2.2 节 对 气 
体 流 的 应 用 ). 如 z(t) 是 一 小 量 “气体 元 素 " 在 时 刻 上 的 位 置 , 则 z'( = v(z(t),)， 


以 及 
2) = 车 02) 由 = 总 这 + 名 党 = tv(e(0),d) + (eld),t) 
因此 , 流体 粒子 在 (z,t) 处 的 加 速度 不 是 简单 地 为 v(z,t), 而 是 vvs 十 wv. 则 直 


接应 用 Newton 第 二 定律 得 运动 方程 
p(z,t) (ve 十 vvUz) = f(z,t), (30) 


其 中 ptz,t) 是 质量 密度 , /(z,t) 是 作用 力 密度 (单位 长 度 上 的 质量 和 作用 力 ). 虽 
然 方程 (30) 是 正确 的 , 但 它 没有 我 们 已 经 使 读者 相信 的 那么 明显 . 的 确 , Newton 
第 二 定律 更 一 般 的 表述 是 在 一 物体 上 总 作用 力 等 于 冲 量 的 变化 率 ( 即 ,f(t) 二 
mtv 二 m(t)v'(t) 十 m’(t)v(t)), 如 果 质 量 随时 间 变 化 的 话 , 这 不 是 简单 地 
镶 量 乘 加 速度 . 假设 没有 粘性 的 情况 下 (假设 粘性 被 忽略 ) 作用 力 密度 /fz 
是 负 压 力 梯度 ( 即 ,_ps(z,), 这 里 p(z,) 是 压力 ) 与 外 力 密度 的 和 , 外 力 密度 比 
方 说 是 由 重力 产生 . 为 简单 起 见 , 假设 没有 外 力 . 则 Euler 方程 为 


Pt 十 (pu)z = 0， 


Vt 十 VVz = -名 
p 


p= f(p). 


注意 (31) 是 连续 性 方程 (参看 (28)), 而 (32) 是 (30). 方程 (33) 称 为 状态 方 
程 , 它 表 明 压 力 是 密度 的 函数 .函数 f 依赖 于 流体 或 气体 的 性 质 . 对 于 处 于 绝 
热 过 程 ( 即 , 不 对 环境 排放 热量 ) 的 一 理想 气体 , 有 p = 4p7( 即 ,f(p) = 4o), 其 
中 4 和 7 为 取决 于 气体 的 正常 数 . 对 空气 而 言 , y = 1.4, 通常 y > 1. 注意 到 
pz = f'(p)pz, 方程 (31) 和 (32) 形成 下 面 偏 微 组 


pt t+ vpzr = 一 VUzD 


f'(p)pz 


Ve 十 VvVz = 一 一 一 一 ， 


p 
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求 这 个 方程 组 的 通 解 不 是 一 件 平凡 的 工作 . 经 线性 化 过 程 , 这 个 方程 组 可 近似 地 
分 解 成 两 个 分 别 关于 v 和 p 的 波 方程 (参看 习题 14). 然而 , 我 们 能 得 到 某 些 精 
确 解 并 且 仍 然 保持 前 后 联系 的 一 阶 拟 线性 方程 都 是 关于 一 个 未 知 函 数 的 . 的 确 ， 
假设 试图 求 得 对 某 个 函数 V, v(z,t) = V(p(z,t)) 这 样 的 解 ( 即 , 寻求 p 和 w 是 
函数 相关 的 解 ). 因 w = V'(p)ps 和 wv = V'(p)ps, 所 以 


ptt+V(p)pz = —pV'(p)pz, (34’) 
_ _f'(p)pz / 
pt +V(p)pz = pVi(p) (35') 


因 这 些 方 程 的 左边 是 相同 的 , 所 以 注意 到 应 如 此 选取 函数 V, 使 得 右边 相等 , 即 


1 9 jp) el 1 pe 7 
PVD)= 吉 和 或 ww-=+2VFOJ 或 Vlp)= 二 人 VFGJdnr 
(36) 
其 中 po 是 速度 为 0 时 的 密度 . 因此 , 如 假设 vy 和 p 函数 相关 , 则 联系 它们 的 函 
数 几 乎 可 由 方程 (31),(32) 和 (33) 确定 . 然而, 就 像 在 交通 流 中 所 讨论 的 那样 ， 
没有 坚实 的 实际 理由 来 假设 v 和 p 之 间 有 一 个 函数 关系 . 当 f(p) = hp7 时 , 有 


p 
Vo = 土 三 :Varidr = + (VFI Ve). (7 
po 


回 到 一 般 情形 , 因 Y'(o) = 土 Vf'(p) 通常 不 为 零 , 所 以 可 合理 地 假设 函数 了 有 
道 , 设 为 R, 使 得 p = R(v). 由 于 R'(v) = V'(p)-1, 则 


其 中 
c(v) = VF (RG)). (38) 
因此 ， 
w + vws = —f'(p)pz/p = -ee -+ 
或 


vt 二 (vB 土 c(v))v; = 0. (39) 
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这 是 关于 wv 的 一 阶 拟 线性 偏 微 . 在 ztz- 空 间 相 应 的 线性 偏 微 为 
wot 十 (z 士 c(z))pz 一 0pz = 0. 


特征 方程 为 z'(t) = z 土 c(t) 和 z(t) =0. 解 为 z=a 和 2z-(z 土 c(z))t = B. 由 此 
得 p(z,t,z) = C(z,z 一 (z 土 c(z))t), 其 中 C 是 任 一 C1 函数 . 则 相应 的 (39) 的 
隐 式 解 为 
p(v,T— (vB 土 c(v))t) = 0. 

假设 初始 速度 为 v(z,0) = g(z), g(z) 为 某 个 给 定 函 数 . 则 需 选 取 y 使 得 p(g(zx)， 
z) = 0. 于 是 y 的 一 个 简单 选取 是 yp(7, s) = 7 一 g(s). 因为 从 wv-g(z 一 (v 土 c(v))t) = 
0 解 出 用 > 和 + 来 表示 v 会 是 困难 的 , 所 以 下 面 解 的 参数 形式 (用 7 作 参 数 , 因 
为 t 已 经 用 在 方程 中 ) 常 显得 更 有 用 : 


t=7, z=(g(s)+tc(g(s)))rT+s, v= g(s). (40) 


随 着 r 和 s 的 变化 , 点 (t,x,v) 绘 出 解 v(z,y) 在 tzv- 空 间 中 的 图 像 . 注意 到 
v(Z,t) 在 直线 z = fg(zo) 士 c(g(zo))jt + xo 上 的 值 是 常数 , 即 g(zo). 总 之 , 已 经 
证 明 如 下 : 


pt 十 (pv)z mE 0， 


Vt 十 VVz = -人 
p 


p= f(p), 
v(z,0) = g(z) 和 p(z,0) = R(g(z)), 
的 解 由 下 面 隐 式 给 出 
-g(z — (v+c(v))t) =0, plz,t) = R(v(z,t)), 


其 中 RR 是 (37) 中 V 的 反 函 数 ， 
或 由 
t=7, ZZ={(g(s)+c(g(s)))r7+s, v= 9g(s) 


参数 化 给 出 . 
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由 (46) 与 有 关 交 通 流 的 (26) 的 相似 性 , 预料 到 具有 激 波 现象 . 注意 (46) 是 关于 
速度 的 参数 化 解 , 而 (26) 是 关于 密度 的 参数 化 解 . 由 于 在 气体 流 和 交通 流 的 考 
虑 中 速度 和 密度 是 函数 相关 的 , 所 以 在 两 种 情形 中 的 任 一 种 里 容易 从 相互 关系 
得 到 密度 和 速度 的 解 . 

例 6 令 p= hp’( > 1) 是 状态 方程 . 当 w(z,0) = az (a > 0, 常数 ) 时 求 
问题 (41)-(44) 的 v(x,t) 和 p(z,t). 假设 当 p = po 时 vv = 0. 

解 取 9(z) = az, 需 确 定 R(v) 和 c(u). 因 f(p) = 4poy, 所 以 由 (37) 得 


| 2vV7y4 = 
v=+/ FA dr+V(p) = + (Ve Vo), 
po ， 


YY 一 ) 


要 = 一 】 
p= R(v)=( po -i 


以 及 
c(v) = Vf'(R(V)) = VAYR(V) -1 = VY Aype + 20 — 1)v. 


令 co = c(0) = Vf'(po) = V Ayp8!. 则 得 隐 式 解 
vaQa(z 一 (v 土 (co 土 5 —1))v)t) =v— al(z— (+tco+ 30 +1)v)t) =0. 


因此 , v(1+ 3(7 + 1l)at) = a(z 一 土 cot), 以 及 显 式 表示 


Q(z 一 土 cot) 


1+3(Y+ 1)at 4 


v(x,t) = 
机 1 1 
p(s,t) = Rv(w,t) = (A(t a0 -Dvnt) or (48) 


为 明确 起 见 , 假设 取 正 号 (对 于 负 号 参见 习题 16)， 则 对 固定 的 t, v(z,t) 的 图 
像 是 在 cot 与 z- 轴 相交 的 直线 是 斜率 为 a(1 + 3(Y + 1)at)-!， 在 习题 14 中 ， 
可 知 当 几乎 没有 风 时 ( 即 , v 小 )co 是 气体 中 的 声速 : 因此 已 证 明 , 作为 初始 条 
件 , 截取 点 w(t), 在 其 上 有 v(w(t),t) = 0, 以 声速 移动 , 与 a 的 值 无 关 . 斜率 
Q(1 十 雪 (Y 十 1)at)-! 当 上 一 oo 时 趋 于 零 . 直观 上 , 这 是 因为 风 是 吹 离 零 速度 的 
点 , 把 移动 更 慢 的 风 留 在 后 面 . 注意 到 解 不 能 在 时 间 上 无 限期 的 后 退 , 因为 斜率 
在 to = 一 访 (Y 十 1)aj-! 处 变 为 无 穷 . 这 是 悲剧 性 的 激 波 . 随 着 时 间 往 后 进行 风 
吹 向 速度 为 零 的 点 , 并 且 当 所 有 的 气体 都 马上 到 达 时 , 最 终 有 一 个 “巨大 的 碎 裂 
声 ”. 如 时 间 从 t= to 向 前 进行 , 将 得 到 由 点 x = coto 发 出 的 爆破 . 的 确 , 如 z(t) 
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是 气体 元 素 在 时 刻 t 时 的 位 置 , 则 通过 解 常 微 z( = v(z(t),), 无 论 z(0) 取 什 
么 值 , 得 到 (参看 习题 15)z(to) = coto. 在 现 讨论 的 情形 , v 的 参数 化 解 由 


1 
t=7, T= (c+a(7+1)as)r+s, v= Qs (49) 


给 出 (参看 (46)). 因此 , v 在 直线 z = (co 十 (YY 十 1)azi)t 十 zl 取 常 值 azi. 注 
意 到 当 上 = to = 一 诗 (Y 十 1)aj-! 时 ,有 z= coto 一 Zz1 十 zx1 = coto. 因此， 所 有 这 
些 直 线 过 激 波 点 (coto,to), 则 在 其 上 wv 如 预料 的 那样 是 “极度 ”不 确定 的 . 还 应 
注意 到 解 不 是 在 激 波 点 外 所 有 的 点 都 是 真正 实际 有 效 的 , 因为 由 (48), 为 了 压力 
不 是 负 的 , v 必须 至 少 是 -2co/(Y 一 1). 用 -2co/(Y 一 1) 代替 (49) 中 的 as, 可 知 
解 只 在 过 激 波 点 (coto, to) 斜率 为 
+30+DE SS) =o0 -= 

的 直线 上 方 有 效 . 这 则 是 扩展 的 气体 左边 界 的 (常数 0) ”速度 ,在 其 上 压力 
为 零 . 口 


概要 2.3 
1. 高 维 的 特征 法 : 特征 曲线 法 可 用 于 如 下 的 一 阶 线 性 偏 微 的 情形 


al(z, 2 Z)uz 十 b(z, 2 Z)uy c(z, y, Z)uz 十 d(z, 2， Z)u mR f(z, y, 2)， 忆 二 au(Z, YY, 2)， 

(S1) 

其 中 a, b, c, d 和 f 为 给 定 的 C1 函数 . 以 z 作为 沿 着 特征 曲线 的 位 置 变量 ( 具 

速度 为 ai 十 村 + ck 的 流体 流 的 流 线 ), 该 特征 线 随 着 z 的 变化 由 (z,y(z),z(z)) 
绘 出 , 其 中 y(z) 和 z(z) 是 由 两 个 方程 组 成 的 方程 组 的 解 (假设 a(z,y,z) #0) 

dy _ icejzG) A de czy(n), lo) > 


dr a(z,y(7),z(7)) dz az,y(z),z(z)) 

(S2) 的 解 典型 地 依赖 两 个 任意 常数 a 和 6, 设 为 y=y(z;a,B) 和 z= z(zia 6). 
如 能 以 z, y 和 z 唯一 地 解 出 a 和 8, 则 特征 曲线 能 表示 为 曲面 A(zx,y,z) = a 
和 B(z,y,z) = 6 的 交 线 . 于 是 在 变量 变换 3 = A(zx,y,z), 了 = B(x,y,2), 也 = > 
下 , 偏 微 (S1) 转化 为 (根据 链 法 则 ) 关于 (5,5,2) = u(z,y,z) 的 偏 微 (参看 (7))， 
该 偏 微 不 含 有 zs 和 ay( 即 ,(7) 作为 的 函数 的 常 微 能 求解 )， 对 任意 维 数 的 一 
阶 线 性 偏 微 , 基本 思想 是 引入 变量 变换 , 使 得 当 所 有 的 新 变量 中 除了 一 个 之 外 保 
持 固定 时 , 产生 特征 曲线 . 则 转化 后 的 偏 微 成 为 关于 这 个 剩 下 来 新 变量 函数 的 常 
微 . 
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2. Lagrange 方法 : 拟 线 性 偏 微 
a(z,y, uuz + b(z,Y, uuy — (TY,u) = 0, v= u(r,Y), (S3) 


其 中 oa 和 ec 为 给 定 的 三 个 变量 的 C1 函数 , 其 解 可 由 yp(z,y,4) = 0 隐 式 确定 ， 
这 里 p(xz,y,z) 满足 线性 偏 微 


a(T,Yy,Z)pz 十 b(z,y,z)py + c(T,Y, 2)pz = 0, (S4) 


且 在 某 个 yp(p) = 0 的 点 p = (zo,yo, z0), pz(p) 关 0.(S4) 的 解 典型 地 具有 形 
式 p(z,y,2z) = C(A(zx,y,z), B(z,y,z)), 其 中 4 和 B 为 特定 的 函数 , C 为 任 一 
Cl 函数 ， 如 给 定 一 侧 边 条 件 ， 比 如 w(x,0) = f(z), 则 即使 能 求 得 函数 C 使 
得 C(A(z,0, f(z)), B(z,0, f(z))) = 0, 要 从 olz,yu) = 0 解 出 u(z,y) 将 会 是 行 
不 通 的 ， 可 换 为 求 一 个 参数 化 解 x = X(s,t), y = Y(s,t), u = 2(s,t)， 函 数 
X(s,t), Y(s,t)，2Z(s,t) 是 下 面 特征 方程 组 满足 初始 条 件 X(s,0) = s, Y(s,0) = 
0，2Z(s,0) = f(s) 的 解 : 
dx dr 


dZ 
训 (X22) = X,Y,2). 


随 着 s 和 + 的 变化 , 点 (X(s,t),Y(s,t), 2Z(s,t)) 绘 出 u(z,y) 的 图 像 . 在 流体 流 理 
论 和 连续 介质 力学 的 应 用 中 , 我 们 发 现 参数 化 解 通常 不 能 对 所 有 的 (zx,y) 确定 
显 式 解 u(z,y), 然而 这 些 解 揭示 了 一 个 或 两 个 偏 导数 成 为 无 穷 的 激 波 . 参数 化 解 
可 用 来 确定 激 波 点 . 


练习 2.3 


1. 求解 关于 = wu(z,y, z) 满足 侧 边 条 件 u(x,y,0) = rz2 十 妈 的 偏 微 wz 十 wy 十 Wz = 省 
2. 考虑 关于 w(z,y, z) 的 偏 微 wz 一 wy 十 4 =z. 
(a) 求解 满足 侧 边 条 件 u(0,y,z) = yz2ez 的 这 个 偏 微 . 
{b) 证 明 这 个 偏 微 没有 满足 u(x,y,z 十 y) = 0 的 解 . 
(c) 找 出 两 个 (从 无 穷 多 个 ) 解 u 使 得 uv(z,y,z 十 2) = 并 十 十 ez 
(d) 用 偏 微 在 空间 和 赋予 侧 边 条 件 的 平面 2 = zx 十 y 上 的 特征 线 来 解释 (b) 和 (c) 的 结 
果 . 
3. (a) 求 关 于 以 == u(x,y,z,) 的 偏 微 w = wz 十 2uy 一 uz 的 通 解 . 
(b) 满足 u(z,y,z,0) = Z? 十 人 十 2 的 特 解 是 什么 ? 
(c) u 如 (b) 中 , 在 固定 时 刻 t, 求 使 得 4(z,y,z,t) =0 的 点 (z,y, z). 
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10. 


11. 


12. 
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(a) 求 —Yyuz 十 TUy 十 Ws 三 0,u = ul(z, yy, z) 的 通 解 . 


提示 用 z 作为 特征 曲线 的 参数 并 注意 到 dz/dz = -yy 和 dy/dz = zx 隐 含 
ad2z/dz2 = 一 f+. 因此 ,rz = acosz 十 Bsin z,…… 等 等 . 


(b) 证 明 除了 一 条 之 外 所 有 特征 曲线 都 是 绕 着 z- 轴 的 螺旋 线 , 并 证 明 该 偏 微 的 任 一 解 在 
每 条 这 样 的 螺旋 线 上 取 常 值 . 


.考虑 偏 微 zuz 十 yuy 十 zuz = 0. 


(a) 求 该 偏 微 满足 u(z,y.1) = z? 十 y 十 1 的 解 . 该 解 在 哪 有 定义 ? 
(b) 通过 考虑 特征 曲线 , 证 明 该 偏 微 对 所 有 (x,y,z) 有 定义 的 任 一 解 必 为 常数 . 
{c) 求 偏 微 除了 (0, 0, 0) 之 外 对 所 有 (z,y, z) 都 是 Cl 的 任 一 非常 数 的 解 . 


，(a) 求 拟 线性 偏 微 2(uuz 十 uuy) = 1 以 隐 式 C(A(z,y,4), B(z,y,u)) = 0 表示 的 解 , 其 


中 函数 C 是 C7. 
(b) 求 (a) 部 分 偏 微 满足 侧 边 条 件 w(z,2z) = 1 的 解 . 
(c) 证 明 (a) 部 分 偏 微 没有 满足 w(z,z) = 1 的 解 . 


提示 ”注意 到 u(z,7) = wz(z,z) + wy(z, 7). 


。(a) 用 习题 6(a) 中 的 形式 表示 偏 微 zuuz 一 yuuy = zx? 的 解 . 


(b) 求 (a) 部 分 偏 微 的 一 个 解 , 使 得 u(1,y) = y? 十 1. 
(c) 证 明 (a) 部 分 偏 微 有 无 穷 多 个 满足 v(x, +) = z，z > 0 的 解 . 
提示 取 Cl(r,s)= sf(7r), 且 f(1)=0. 


. 求 习题 6(a) 中 偏 微 满足 侧 边 条 件 u(s,2s) = g(s) 的 参数 化 解 zx = X(s,t), y = 


Y(s,t)，u 二 U(s,t)，g(s) 为 给 定 的 C! 函数 . 当 g(s) = 1 时 , 验证 你 的 答案 与 习 
题 6(b) 的 答案 相符 . 


. 求 习题 7(a) 中 偏 微 满足 侧 边 条 件 wu(1,s) = 9(s) 的 参数 化 解 z = X(s,t)， 


2 = 二 Y(s,t)，u 二 U(s,t),，g(s) 为 给 定 的 函数 ， 为 简单 起 见 , 假设 g(s) > 1， 当 
g(s) = s? + 1 时 , 验证 你 的 答案 与 习题 7(h) 的 答案 相符 . 

求 偏 微 yuuz + zuuy = zy 满足 侧 边 条 件 vw(cos s,sin s) = sin(2s) 的 解 . 该 解 在 哪 有 意 
义 ? 

利用 在 关于 交通 流 的 子 节 中 的 符号 和 假设 ， 假设 初始 车 辆 密度 为 
p(z,0) = f(z). 设 zo 是 使 f(z) 取 绝 对 最 大 值 的 唯一 点 ,， 设 为 fj(zo) = G. 已 经 
证 明 第 一 个 激 波 在 时 刻 如 = d[2MCG]-: 时 出 现 . 如 果 最 初 在 zo 附近 车 辆 之 间 大 约 有 
n 个 车 辆 长 度 的 距离 ( 即 ，f(zo) = p(zo,0) = d/(1 十 n)), 则 证 明 第 一 个 激 波 点 是 位 于 
z= z0 十 营 呈 由 ， 它 与 速度 限度 M 无 关 . 


(mn 十 1) 7 
在 交通 流 的 子 节 中 , 假设 了 wv = M(1 一 引 ). 更 一 般 地 假设 v = V(p), V 为 某 一 给 定 函 
数 . 


13. 


14. 
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(a) 证 明 关于 p 的 偏 微 成 为 ps + (Y(po) 十 pPY“(p))pz = 0. 

(b) 求 这 个 偏 微 满足 条 件 p(x,0) = f(z) 的 参数 化 解 . 

(c) 对 怎样 的 函数 V(p)( 满 足 V(d) = 0)(a) 部 分 中 的 偏 微 变 为 线性 ? 对 这 样 的 V, 求 
(b) 中 解 p(z,t) 的 一 个 显 式 形式 . 在 这 种 情形 激 波 在 发 展 吗 ? 

在 下 述 步骤 中 , 我 们 推荐 出 Euler 方程 , p(z,tb(us 十 vvz) = f(z,t) (比较 (30) 式 ). 

(a) 考虑 在 时 刻 t=0 时 xz =a 和 z= 之 间 的 这 部 分 流体 .在 时 刻 t, 这 部 分 流体 将 在 


“Ti(t) 和 x2(t) 之 间 . 令 f(z,t)i 为 作用 在 流体 上 单位 长 度 上 的 力 . Newton 方程 表明 这 


部 分 流体 的 动量 的 变化 率 等 于 作用 在 这 部 分 流体 上 的 总 作用 力 . 因此 ， 


还 
dt 


利用 Leibniz 法 则 (参看 附录 3) 和 求 两 边 在 t = 0 的 值 , 得 


b 0 b 
/ Fe (Po)le=odz + p(b, 0)v(b, 0)z%(0) — pla, 0)v(0, 0)z1(0) = . f(z, 0)dz. 


zx2(t) rx2(t) 
/ p(z,t)v(z, tdz = f(z,t)dz. 
zltt) zx1(t) 


(b) 利用 z1(0) = wv(a,0)，z2(0) = wv(b,0) 和 微 积 分 的 基本 定理 推 得 
0 + (pu2)z|lt=odz = / f(z, 0)dz. 
(c) 因 a 和 5b 是 任意 的 且 t= 0 的 选取 不 是 必要 的 , 得 到 
(pv)s + (pv )= = f(z,t). (*) 


利用 连续 性 方程 pi + (vp)z = 0 把 方程 (*) 的 左边 转化 为 期 望 的 形式 p(ws 十 vvz). 

用 关于 连续 体力 学 子 节 的 符号 , 通过 完成 下 面 步骤 证 明 , 对 小 的 速度 v(z,t) 和 偏离 常数 
密度 po 很 小 的 密度 p(z,), p(z,t) 和 wv(z,t) 都 服从 波 方程 . 

(a) 令 v= ej(z,t) 和 p= po 十 ep(7x,t), 其 中 e 是 小 参数 ， 由 状态 方程 p(z,t) = 
f(p(z,t)) = fl(po + ep(z,t)) ~ f(po) + ef' (po)p(z,t) (为 什么 ?). 把 这 些 表示 式 代入 方 
程 pi 十 (pv)z = 0 和 p(wvi 十 vvz) = 一 pz 并 忽略 具有 因子 e2 的 项 , 得 Pre 十 podze = 二 0 
和 poie = —f" (po)Ppz(7, t)e, 


或 Pi 二 一 po5s 和 po 赤 = 一 cipe， 其 中 c= 了 (po). (**) 


(b) 通过 对 (**) 中 第 一 个 方程 关于 上 求 导 和 对 第 二 个 方程 关于 z 求 导 , 得 pi = cePzz， 
类 似 地 有 Ut = cizz. 对 任意 的 C? 函数 f 和 9g, f(z 十 cot) 十 g(z 一 cot) 是 这 些 方程 
中 的 每 个 方程 的 通 解 . 因此 ,co 称 为 是 在 如 上 的 近似 下 , 扰动 在 介质 中 传播 的 速度 ( 参 
看 第 1.3 节 的 习题 12). 

注 记 上 面 这 种 通过 忽略 e 的 高 次 徊 的 项 来 确定 与 已 知 方程 ( 即 , p = po 和 w = 0) 
有 小 偏差 ( 带 有 e 因子 ) 的 方程 的 过 程 称 为 线性 化 , 因为 用 这 种 方式 得 到 的 方程 是 线性 
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的 . 虽然 这 种 线性 化 使 得 方程 非常 容易 求解 (例如 , 由 于 登 加 原理 ), 但 要 知道 线性 化 了 
的 方程 只 是 近似 正确 的 , 而 且 精 确 解 的 某 些 重要 的 特征 在 这 种 过 程 中 或 许 会 消失 掉 ( 例 
如 , 线性 化 了 的 交通 流 方程 的 解 没 有 激 波 ). 我 们 在 前 面 有 关 极 小 曲面 方程 就 注意 到 这 个 
(参看 第 1.2 节 的 例 11). 口 

15. 在 例 6 中 , 气体 元 素 在 时 刻 t 时 的 位 置 z(t) 服从 线性 常 微 

zt) = v(z(t),t) = 让 全 人 (为 什么 ?). 
(a) 求 这 个 常 微 的 通 解 . 
{b) 证 明 这 个 常 微 z(t) 的 每 个 解 趋 于 
一 2co a 
Gre tn 

(c) 虽然 有 事实 : 当 z 一 oo 时 v(x,t) 一 co, 证 明 每 个 气体 元 素 的 速度 当 t 一 co 时 最 
终 趋 于 3. 

16. 令 

Q(z 一 土 cot) 

1 十 3(7 十 1)at 
在 例 6 中 , 选择 了 考虑 v4 (zx,t). 证 明 v_(z,t) = 一 v4 (一 zt). 为 什么 这 意味 着 v_ (z,t) 
是 通过 取 v+ (z, 的 物 形 背景 的 镜像 获得 的 解 ? 

17. 如 在 推导 (34) 和 (35') 中 所 做 的 那样 , 假设 v 和 p 函数 相关 ( 即 , v = V(p)). 
(a) 假设 一 个 状态 方程 具有 形式 p = f(p) > 0, 其 中 f'(p) > 0, 证 明 方程 w + (v 土 
c(v))vz = 0 是 线性 的 (不 仅仅 是 拟 线性 ) 当 且 仅 当 f(p) = C(1 一 了 22), 其 中 C 和 是 
某 些 正常 数 ,( 注 意 D 代表 某 个 临界 密度 , 低 于 它 压 力 可 能 为 零 . 当 p 一 co 时 , 压力 趋 
于 最 大 值 C.) 
(b) 令 f(p) = C(1 一 了). 假设 当 p=D 时 v=0, 且 wv > 0.v 是 怎样 依赖 于 p 的 , 即 ， 
函数 V(p) 是 什么 ? 
(0) 在 (a) 和 (b) 的 假设 下 , 证 明 扰动 在 介质 中 以 常 速 /多 传播 . 换 句 话说 , v(z,t) = 
g(z 一 多 ,其 中 v(z,0) = g(z) 且 0 < g(z) < V 号 . 为 什么 限制 初始 速度 g(z) 是 
必要 的 ? 


vi+(7,t) = 


82.4 关于 一 般 非 线性 偏 微 的 补充 (选修 ) 
关于 w = wu(z,y) 的 一 般 一 阶 偏 微 为 形式 


F(z,y,u, uz, uy) = 0, (1) 


§2.4 关于 一 般 非 线性 偏 微 的 补充 (选修 ) - 105 . 


其 中 下 为 某 个 (五 个 变量 的 ) 函数 , 假设 它 至 少 是 C1 的 . 因为 通常 不 认为 us 
和 wy 是 变量 , 所 以 当 说 到 FF = F(z,y,p,g) 为 一 个 函数 时 , 习惯 用 p 表示 ws 和 
用 g 表示 w,. 对 于 线性 方程 , F 具有 形式 


F(z,y,u,p,q) = a(T,Yy)P + b(z,y)g + c(z,y)u — f(r,Y), 


而 对 于 拟 线性 方程 


F(z,Yy,u,p,q) = a(z,y, up + b(z,y, u)g — c(z,y, u). 


通过 注意 到 沿 着 特征 曲线 一 阶 线 性 偏 微 变 为 常 微 来 解 出 它们 , 特征 曲线 可 
视 为 下 面 方程 组 的 解 


X(t) =a(X(t), Yt) 和 Y(t) = (X(t), Y(t)), (4) 


其 中 偏 微 为 Flz, Y, Uz, uy) = 0,F 如 (2). 注意 到 Fp = a(x, y) 和 Fo b(z, y), 
这 时 方程 组 (4) 可 写 为 X' = 忆 和 Y' = . 为 了 解 一 般 的 一 阶 偏 微 (1), FF 是 
任 一 给 定 的 C! 也 数 , 可 尝试 定义 特征 曲线 为 如 下 方程 组 的 解 


X(t) = Fp(X(t), Y(t), UE), P(t), Q(t)) 
Y(t) = Fao(X(t), Y(t), Ut), P(t), Q(t)), 


其 中 U(t) = U(X(t), Y(t)), P(t) = wuz(X Y(t)) 和 Q(t) = uy(X(), Y(t)). 然 
而 , 与 线性 情形 不 同 ,(5) 的 右边 不 仅 依赖 于 X(t) 和 Y(t), 还 依赖 于 与 未 知 的 解 
u(z,y) 有 关 的 U(t)，P(t) 和 Q(t). 但 可 把 (5) 看 作 一 个 更 大 的 关于 五 个 未 知 
艺 数 X(t),， Y(t),，U(t)，P(t) 和 Q(t) 的 五 个 常 微 组 成 的 方程 组 的 一 部 分 ， 需 
要 找 出 剩 下 的 三 个 方程 应 该 是 什么 . 首先, 注意 到 Ur(t) = Slu(X (0), YO) = 
UzsX(t) + uyY(t) = P(tX(t) + QH Y(t) = P(t) Fo) + Q(t) Fa(.), 其 中 
.0 表示 “ 基 ( 引 ,Y(t), U(t)，P(t)， Q(t)”. 因此 , 关于 UV 的 方程 应 是 


(5) 


U'(t) = P(t Fo ) + Q(t Fa ). 


关于 P'(t) 的 方程 可 通过 注意 到 P'(t) = S (ua(X(0), Y(t) = UrzX'(t) + 
uzyY(t) = UzzFp(… ) 十 UzyFa(…) 获得 . 我 们 似乎 陷 人 了 一 个 困境 , 由 于 wx 
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的 出 现 似乎 需要 引入 又 一 个 函数 R(t) = uzs (X(t),Y(t)) @, 这 将 导致 一 个 更 大 
的 方程 组 . 然而 , 尚未 用 过 w(z,y) 应 满足 偏 微 Ptz,y wuzyuy) = 0 这 个 事实 . 
这 个 事实 表明 


da 
0= ZY y, u{z, 2)， Wz(T， y), Uy(Z, y)) 
= Fr 十 Fuuz + Fpuzz + Fouyz. 


因此 ,P(t) = vzzFp( i )+ uyFa(…) = —[Fz(…)+ P(t Fa )], 类 似 地 Q(t) = 
一 [zy(…) 十 Q(t)Fu(…)]. 于 是 , 最 后 得 到 方程 组 


X(t) = Fp(…) 


Y(t) = Fal…) 
V(t) = POOFo(…) + QW Pal) 
P(t) = [Fe(…) + PDFa(.…)) 
Qt) = [FC) + QO Fa) 


方程 组 (6) 构成 了 偏 微 F(x,y,u,p,g) = 0 的 特征 方程 组 . (6) 的 一 个 解 (X(t)， 
Y(t),U(t), P(t), Q(t)) 称 为 预 特征 带 ; 它 定义 了 在 zyupq- 空 间 上 的 一 条 曲线 ， 
zyupqg- 空 间 有 时 笼统 地 称 为 “ 相 空 间 ”， 该 方程 组 可 看 作 在 相 空间 流体 流 中 粒 
子 运动 的 运动 方程 . 如 对 所 有 的 t 


EX U(t), P(t), Q(t)) = 0, (7) 


则 预 特征 带 称 为 特征 带 . 如 在 特征 带 中 略 去 P(t) 和 Q(t), 只 考虑 (X(t),Y(t)， 
U(t)), 则 得 到 一 曲线 (在 zyw- 空 间 ), 称 其 为 特征 3- 曲 线 . (对 线性 方程 ,曲线 
(X(t),Y(t)) 称 作 特征 曲线 , 但 有 些 书 对 我 们 的 特征 3- 曲 线 概念 仍 保留 这 种 术 
语 .) . 

当然 , 这 里 最 终 目的 是 求 偏 微 F(z,y,u, uz,uy) = 0 满足 适当 的 侧 边 条 件 的 
解 (例如 , v 在 某 条 曲线 上 有 给 定 的 值 ). 关于 特征 带 的 讨论 是 不 切 题 的 , 除非 这 


线 在 zyu- 空 间 织 成 的 曲面 , 这 族 特征 3- 曲 线 是 以 满足 侧 边 条 件 的 方式 来 构造 
久 原 文 误 为 R(t) = xuzz(zd,y 人 tb). 一 一 译 者 
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的 . 我 们 将 令 述 这 个 过 程 并 给 出 一 些 例子 , 但 略 去 了 这 个 方法 有 效 性 的 证 明 ( 参 
看 Courant 和 Hilbert, 第 二 卷 , 第 75 页 及 后 面 ). 总 之 , 用 这 种 过 程 获得 的 假设 
解 的 有 效 性 能 够 并 且 应 该 直接 验证 . 

随 着 s 的 变化 , 设 (f(s),g(s)) 绘 出 一 条 正则 曲线 (在 zy- 平 面 上 ), 视 其 为 
侧 边 条 件 曲 线 . 来 寻求 下 面 问题 的 解 


F(z, 2 U, Uz Uy) =0 


u(f(s), 9(s)) = G(s), 


其 中 g(s) 是 给 定 的 C1 函数 . 这 样 的 问题 可 能 无 解 (例如 , 考虑 偏 微 好 十 好 十 1 = 
0). 然而 , 如 一 个 解 在 侧 边 条 件 曲 线 的 某 个 领域 内 存在 , 则 这 样 的 解 常 能 通过 完 
成 如 下 步骤 求 得 . 
1. 如 可 能 , 求 函 数 h(s) 和 kk(s) 满足 
F(f(s),g(s), G(s), h(s), k(s)) = 0, (9) 
G’(s) = h(s)f'(s) + k(s)g'(s), (10) 
F,(f(s),g(s),***)g'(s) ~— Fa(f(s),g(s),*…*)f'(s) #0. (11) 


如 hh(s) 和 k(s) 不 存在 , 则 (8) 无 解 . 如 (f(s),g(s)) 有 多 个 选取 , 则 对 每 个 这 
样 的 选取 (8) 通常 有 一 个 解 存 在 . 


2. 对 每 个 固定 的 s, 解 下 面具 有 给 定 初始 条 件 P(s,0) = h(s), Q(s,0) = k(s) 
的 关于 X(s,t), Y(s,t), U(s,t)，P(s,t) 和 Q(s,t) 的 特征 方程 组 (参看 (6))， 
其 中 h(s) 和 kk(s) 是 在 步骤 1 中 求 得 的 函数 : 


旺 和 (st 一 Fp(X(s,t), Y(s, t), He ) 
入 Y(s, t) = Fa(X(s, t), Y(s, t), Ci ) 
U(s,t) = P(s,t)Fp(-…) + Q(s,t) Fa(:…) 
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凡 P(s,t) = —(Fp(…) + P(s,t)F,(:…)) 
BQ(s,t) = —(F,(…) + Q(s,t)F,(.…)). 


如 果 有 用 的 话 , 假设 对 所 有 的 (s,t), F(X,Y,U, P,Q) = 0, 因为 由 (9), 这 个 量 
在 t=0 时 为 0, 且 可 能 证 明 F(X,Y,U, PQ) 与 t 无关 , 如 果 X, Y, U, 和 
Q@ 满足 方程 组 (12) 的 话 ( 即 , 解 总 是 特征 带 ). 还 有 , 根据 下 一 个 步骤 , 如 果 不 
解 出 P 和 Q@ 就 能 解 出 X,Y 和 U 的 话 , 就 没 必 要 去 解 P 和 Q. 


3. 由 参数 化 观点 , 当 s 和 上 变化 时 , 由 如 下 定义 
r=X(s,t), y= Y(s,t), u = Ut(s,t), (13) 


的 点 (z,y,w), 绘 出 (8) 的 假设 解 v 在 zyu- 空 间 的 图 像 , 至 少 是 在 由 (f(s)， 
g(s), G(s)) 绘 出 的 曲线 的 一 个 领域 内 . 在 某 些 情 形 , 可 用 (13) 的 前 两 个 方程 
解 得 以 z 和 yy 表示 s 和 t( 设 为 s = S(z,y) 和 + = T(z,y)) 来 得 到 一 个 解 
u(z,y) =U(S(z,y), T(z,Y)), 其 中 (z,y) 在 曲线 (f(s),g(s)) 的 一 个 领域 内 . 


注 记 需要 对 条 件 (11) 作出 一 些 注解 . 假设 解 的 图 像 是 由 (13) 得 到 的 点 令 
s 和 上 + 变化 时 在 zyu- 空 间 的 形成 的 曲面 . 然而 , 这 里 可 能 会 有 问题 , 因为 会 出 现 
以 这 种 方式 定义 的 曲面 将 不 是 以 1-1 方式 投射 到 zy 平面 上 , 在 这 种 情形 该 曲 
面 将 不 是 一 个 函数 的 图 像 . 为 了 得 到 至 少 在 曲线 (f(s),g(s)) 的 一 个 领域 内 的 一 
个 解 u(x,y), 需要 知道 对 每 个 固定 的 s, 曲面 (13) 在 点 (f(s),g(s), G(s)) 的 法 向 
量 有 非 零 的 k 分 量 . 这 个 法 向 量 是 两 个 切 向 量 的 又 积 
OX., OY. OU DY . 


OX . OU 二 
(Fit Bed 十 Br x (Frit Hi + Fr eis 0 


则 k 分 量 是 XeY 于,Y. 因此 , 除非 Xi(s,0)g'(s) -YY(s,0)f'(s) 关 0@,(13) 不 
会 是 在 曲线 (f(s), g(s)) 的 一 个 领域 内 一 个 解 的 图 像 . 因 Xi(s,0) = F,(f(s), g(s), 
G(s),h(s),k(s)) 和 i(s,0) = Fa(…)， 所 以 这 个 条 件 可 写成 (11) 那样 .在线 
性 偏 微 的 情形 ,条件 (11) 等 价 于 要 求 侧 边 条 件 曲线 与 特征 曲线 横向 相交 (为 
什么 ?) 口 

在 第 2.3 节 , 解答 了 拟 线性 偏 微 ws + wwy = 6z,(i) 在 例 3 中 用 了 Lagrange 
方法 ,(ii) 在 例 4 中 用 了 参数 方程 . 然而 , 这 个 偏 微 也 能 用 上 述 解 一 般 的 一 阶 偏 

中 原文 误 为 Xe(s, 0)k'(s) 一 Yi(s,0)h’(s) 关 0. 一 一 译 者 
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微 的 步 又 来 解 , 而 且 看 一 下 这 种 方法 是 如 何 适用 于 这 个 熟悉 的 方程 是 有 益 的 . 
例 1 求 偏 微 wz + wuy = 6z 满足 侧 边 条 件 u(0,s) = G(s) 的 解 . 
解 因为 由 (0,s) 绘 出 的 侧 边 条 件 曲线 是 y- 轴 , 所 以 f(s) =0 和 9(s) = 
此 时 F(z,y,u,p,g) =p 十 ug 一 6z. 需要 求 出 函数 h(s) 和 (s), 使 得 
h(s)+ G(s)k(s)=0 和 G’(s) = Rs)， 


这 分 别 为 (9) 和 (10). 因此 , 取 k(s) = G(s) 和 As) = -G(s)G'(s). 此 时 条 件 
(11) 是 必然 满足 的 . 特征 方程 组 (12) 是 


A 上 虹 -U 风 - 全 人 dQ __ yy 
以 及 初始 条 件 


X(s,0)=0, Y(s,0)=s, Ul(s,0)= G(s), 
P(s,0) = h(s) = ~—G(s)G’(s), Q@(s,0) = k(s) = G’(s). 
显然 ,XX(s,t) = 二 又 因为 可 假设 F(X,Y,U, P,Q) = P+UQ 一 6X =0, 所 以 关于 
的 方程 化 为 = = 6X = 6t, 于 是 U(s,t) = 3t? + G(s)， 则 由 UV 得 
Ks, t) = 如 十 G(s)t 十 s. 于 是 , 得 到 解 的 参数 化 形式 


T=t, y=t+G(s)t+s, wu= 3t2+G(s). (14) 
回顾 -下 第 2.3 节 后 面 的 注 记 , 发 现 本 问题 的 解 可 由 如 下 隐 式 表示 
u— 372 — Gy+27r3 — zu)=0. (15) 


如 把 (14) 中 关于 'z, y 和 的 表示 式 代 人 这 个 隐 式 关系 , 得 恒等式 C(s)- G(s) = 
0, 这 意味 着 在 (14) 中 当 s 和 上 变化 时 绘 出 的 曲面 落 在 由 (15) 给 出 的 曲面 上 . 
对 简单 的 函数 G(s)( 比 如 ,1 次 或 2 次 多 项 式 ), 由 (14) 中 前 两 个 方程 中 容易 解 得 
以 z 和 vy 来 表示 s 和 忆 这 时 (14) 中 的 第 三 个 方程 得 出 显 式 解 u(x,y). 无 论 如 
何 , 在 制作 一 个 曲面 的 计算 机 标 绘图 时 , 参数 化 解 (14) 通常 比 (15) 优越 。 口 

注 记 ”对 于 拟 线性 方程 , 其 中 F(x,y,u,p,g) = a(z,y,u)p+b(z,y,u)q—c(z,Yy, 
小 当 (z,y,w,p,g) 满足 F(z,y,u,p,g) = 0 时 (参看 (7)), 注意 到 pF + gF, = 
a(z,y,u)p + b(z,y,v)q = c(z,y,u)， 由 此 得 (12) 中 前 三 个 方程 不 含有 P(t) 和 
Q(, 因此 这 三 个 方程 足以 确定 X,Y 和 U( 即 , 如 偏 微 是 拟 线性 的 ,(12) 中 后 两 
个 方程 可 去 掉 ). 在 下 面 的 例子 中 , (12) 中 所 有 五 个 方程 都 需要 . 口 
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例 2 分 别 就 G(s) = 1, G(s) = -1 和 G(s) = s 求解 下 列 问题 
uzuy 一 人 一 0 
u(s, 一 5) = G(s). 

解 ”对 每 个 侧 边 条 件 , 将 要 解 相同 的 特征 方程 组 (12), 在 这 三 种 情形 中 只 是 
初始 条 件 不 同 . 因此 , 首先 求 出 特征 方程 组 (12) 的 通 解 , 然后 由 每 个 情形 的 侧 边 
条 件 来 确定 对 s 的 依赖 性 . 这 时 F(z,y,w,p,q) = pq 一 且 特 征 方程 组 (12) 为 
dY dU 


dxX 
F, 2 Q(t), a = F = P(t), 十 一 QPF, + PF = 2P(t)Q(t), 
(Fe+ POF) = PHL), RF,+Q)F,) = Qt) 


易 得 P(t) = ae 上 和 Q(t) = pet，a 和 5 是 任意 常数 ， 因 想 要 得 到 特征 带 ( 即 ， 
F(z,y,u,p,9) = 0), 所 以 置 TU = P(t)Q(t) = abe2 (而 这 确实 实际 上 满足 关于 
U 的 方程 ). 最 后 , X(t) = be! 十 a 和 Y(t) = ae! 十 8,a 和 6 是 常数 . 则 通 特 征 带 
由 下 面 给 出 


X(t)=bet+a, Y(t)=aet:+B, U(t)=abe’t, P(t)=ae', Q(t) = bet. 
情形 G(s) = 1: 由 于 侧 边 条 件 给 在 由 (s, 一 s) 绘 出 的 直线 y = -z 上 , 所 以 
在 (9), (10) 和 (11) 中 ,有 f(s)=s 和 g(s) = -s. 求 h(s) 和 kk(s) 使 得 
1= G(s) = h(s)k(s), 0= G(s)=h(s)— k(s) 
和 0# Fo)(-1) — Fa )(1) = —k(s) — h(s). 


有 两 种 选择 , 即 , h(s) = 1 和 kk(s) = 1, 或 h(s) = 一 1 和 kk(s) = 一 1. 对 第 一 种 选 
择 , 得 到 


X(s,t)=e:—1+s, Y(s,t) =e:—1—s, Ul(s,t) = et, P(s,t) = et, Q(s,t) = et. 


把 前 两 个 式 子 相 加 解 得 以 x 和 y 来 表示 et, 得 et = (z +Yyd+2)， 则 解 是 
u(z,y) = e2! = 二 4(zZ 十 Yy 十 2)?. 如 取 js)= -1 和 K(s) = 一 1, 读者 可 验证 获得 的 
解 为 u(x,y) = (z+y 一 2)?. 
情形 G(s) = 一 1: 在 这 种 情形 , 没有 这 样 的 函数 h(s) 和 k(s), 它们 满足 
—1=h(s)k(s), 0= G(s)=h(s)—k(s) 和 0#—k(s)— h(s). 


因此 , 此 时 无 解 . 
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情形 G(s) = s: 这 时 h(s) 和 上 (s) 必须 满足 
s=h(s)k(s), 1= G(s)=h(s)—k(s) 和 0#—k(s)—h(s). 


由 前 两 个 式 子 , 得 (h(s),k(s)) 对 的 选取 


i 31 EVITG) 和 JJ= 3(-1 VIF 
但 它们 只 对 s > -} 有 定义 , 且 有 非 零 的 和 . 因此 , 将 会 无 解 , 除非 只 要 求 侧 边 条 
件 wu(s, 一 s) = s 对 s > 一 成立. 假设 它 成 立 , 则 


党 入 和 二 3(-1 ry yr ee (1 yf ry rT 


和 Ul(s,t) = se2. 


现在 虽然 可 能 从 前 两 个 式 子 解 得 以 zx 和 y 来 表示 s 和 et( 至 少 在 侧 边 条 件 曲线 
的 一 个 领域 内 ), 但 这 个 解 的 参数 化 形式 很 可 能 比 显 式 解 本 身 更 方便 地 来 刻画 显 
式 解 的 图 像 . 口 

例 3 假设 在 xy- 平面 上 的 一 正则 曲线 上 的 每 点 (z,y) 沿 曲线 的 法 向 以 速 
度 c(z,y) 运动 , 这 里 c(z,y) 是 zy- 平 面 上 给 定 的 正 的 C1 函数 .在 几何 光学 
中 ,以 这 种 方式 运动 的 曲线 代表 在 二 维 介质 中 运动 的 波 前 曲线 ,其 中 光 的 速度 
c(z,y), 可 能 依赖 于 位 置 (z,y)( 即 , 折射 度 是 可 变 的 ). 在 运动 的 曲线 上 的 每 点 绘 
出 (可 能 是 玛 曲 的 ) 在 这 个 介质 中 的 光线 . 证 明 , 任 给 


42 十 wu2 = c(z,y) (16) 


( 称 为 短 时 距 方程 或 Hamilton-Jacobi 方 程 , 由 上 下 文 决 定 ) 的 一 个 解 u(z,vy), 曲 
线 u(z,y) = 定义 了 一 条 在 时 刻 7 的 波 前 曲线 . 对 偏 微 (16), 证 明 特征 方程 组 
(12) 包含 一 族 粒 子 的 运动 方程 , 这 些 粒子 具有 加 速度 Atz,y) = 一 V[-#c(z,y)-3] 
( 即 , 如 这 些 粒子 质量 为 1, 它们 受到 具有 势 为 -4c(z,y)-? 的 作用 力 ). 求 这 族 粒 
子 运 动 与 波 前 曲线 运动 之 间 的 对 偶 关 系 , 这 种 对 偶 预 示 了 量子 力学 . 

解 令 (z(7),y(7)) 为 在 时 刻 7 曲线 v(z,g) = 7 上 一 点 的 位 置 ( 即 ,u(z(r)， 
y(7)) = 7) 并 假设 它 的 速度 v(7) = z(n)i+y(r 与 曲线 u(z,y) = 7 垂直 ( 即 ， 
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v 和 vu 是 平行 的 ; vy: Vu = |vl 咱 va. 假设 v 满足 (16), 则 


1= 多 = (en), y(n) = uae), y(n) (Tn) + ue(r), vr) (0) 
(由 链 法 则 ) 
= vn) vaeymD)=IvallvuetoD= a 
(由 偏 微 (16)). 


因此 , ||v(7) 咱 = c(z(7),y(7)) 且 随 着 时 间 7 的 变化 , 曲线 u(x,y) = 7 确实 刻画 了 
在 介质 中 的 波 前 运动 . 如 取 F(z,y,u,p,g) = #p? 十 9? 一 3c(z,y)-, 则 (16) 的 
特征 方程 组 是 

axX aY aU 


= P(t)? + Q(t = c(X(t), Y(t))™?, 


= A1(X(t), Y(t)), Ye = A2(X(t), Y(t)), 
其 中 Ai(z,W)i+ A2(z,y)j = A(z,y) = i c(z,y) j( 即 , 41 = -cr/c 和 
42 = -cy/c). 于 是 , 得 
dX dP dy dQ 


= = A(X(t), Y(t)), 5 = 


dU _ 1 

dt cc(X(t), Y(t))2 
因此 , 特征 3- 曲线 具有 形式 (X(t),Y(t),U(t)), 其 中 (X(t),Y(t)) 是 质量 为 1 
的 粒子 在 时 刻 t 的 位 置 , 该 粒子 在 具有 势 为 -ic(z,y)-? 的 作用 力 4(z,y) 的 
影响 下 运动 . 假设 如 此 给 定 这 种 粒子 的 初始 曲线 (7j(s),g(s)) 以 及 初始 速度 分 布 
jh(s)i+ (sjj, 使 得 h(s)? 十 k(s)? 一 c(f(s),g(s))-?=0 及 h(s)f'(s)+k(s)g'(s)=0 
( 即 , 速度 是 曲线 的 法 向 ). 设 义 (s,t), Y(s,t), U(s,t) 是 (17) 具 初 始 条 件 X(s,0) = 
f(s), Y(s,0) = g(s) 和 U(s,0) = 0 的 解 , 则 得 (16) 的 参数 化 解 


(17) 


T=X{s,t), y=Y(s,t) uv= Ut(s,t), (18) 


其 在 曲线 (f(s),g(s)) 上 为 0. 如 (18) 中 前 两 个 方程 是 可 逆 的 , 得 到 s = S(x,y) 
和 t= T(z,Y), 则 有 显 式 解 u(Z; 2) 一 U(S(z, y), T(z, y)). 初始 波 前 u(z,y) =0 
由 曲线 (f(s),g(s)) 绘 出 [ 即 ,(X(s,0),Y(s,0))], 但 一 般 地 , 在 时 刻 t 关 0 的 波 


§2.4 关于 一 般 非 线性 偏 微 的 补充 (选修 ) , 113 - 


前 w(z,y) = t 不 是 由 (X(s,t),Y(s,t)) 随 着 s 的 变化 绘 出 . 的 确 , 如 xw(X(s, 昌 ， 
Y(s,t)) =t, 则 


1 
c(X(s, t), Ys, t))? l 


1= Fu(X(s,t), Y(s,t)) (8 
此 一 般 不 真 , 除非 c(z,y) = 1. 注意 到 当 波 前 上 的 点 z(7),y(7)) 以 速度 c(zx,y) 
运动 时 , 粒子 以 速度 [P(t)? + Q(t)?]3 = c(X(t),Y(t))-! 运动 . 因 些 = P(t) = 
uz(X(t),Y(t)) 和 些 = Q(t) = wy(X(#),Y(t)), 所 以 这 些 粒子 , 以 及 在 波 前 的 那 
些 点 , 沿 着 方向 Vu 运动 . 因此 , 粒子 和 光线 绘 出 相同 的 轨道 , 但 分 别 (通常 是 不 
同 的 ) 以 速度 c-! 和 c. 对 固定 的 s, 时 刻 上 时 在 (XX(s,t),Y(s,t)) 的 粒子 落 在 生 
成 于 时 刻 r = U(s,t) 时 的 波 前 曲线 上 . 口 
注 记 1 由 上 面 构造 的 一 族 单位 质量 的 粒子 用 参数 s 来 标识 . 在 时 刻 t, 带 
有 标记 s 的 粒子 具有 动能 3[P(s,t)?++Q(s,t)?] 和 势能 一 #c(X(s,t),Y(s,t))-. 这 
些 能 的 和 为 零 (特别 , 为 常数 ), 因为 F(X(s,t),Y(s,t),U(s,t), P(s,t), Q(s,t)) =0 
( 即 ，(X, YU, P,Q) 是 特征 带 ) ,这 是 由 于 P(s,0)，Q@(s,0)( 即 , h(s) 和 k(s)) 
是 如 此 选取 , 使 得 当 t+ = 0 时 F = 0( 即 (9) 成 立 ).( 特 征 方程 组 隐 含 F 在 每 
条 预 特征 带 上 是 常数 )， 在 粒子 力学 中 , 在 任意 时 刻 粒子 的 瞬时 作用 能 等 于 它 
的 动能 减 去 它 的 势能 . 对 于 这 里 讨论 的 粒子 , 这 个 差 为 c(X(s,t),Y(s,t))-2( 即 ， 
3c-2 一 (一 Cc) = ce-23). 由 (17) 和 初始 条 件 U(s,0) =0, 得 U(s,t) = 所 c(X(s,7)， 
Y(s,7))-?dr， 因 此 , 在 粒子 的 范畴 中 , U(s,t) 是 粒子 s 在 时 间 区 间 [0,4] 上 的 
(总 ) 作 用 能 . 在 波 的 范畴 中 , u(z,y) = U(s,t) 称 为 波 的 相 函 数 ( 即 ， 波 前 可 视 为 
该 波 的 常数 相位 曲线 ). 因此 , 波 的 常数 相位 曲线 ( 即 , 波 前 ) 就 是 对 应 的 粒子 族 
的 常数 作用 能 曲线 . Fermat 原 理 表明 两 点 之 间 光 线 所 走 的 连接 两 点 的 路 径 , 是 
使 得 光线 的 端点 沿 着 这 条 路 径 , 以 速度 c(z,y) 从 一 点 移动 到 另 一 点 , 将 以 最 少 
时 间 到 达 另 一 端点 . 由 于 在 波 的 范畴 中 “时 间 "( 或 相位 ) 对 应 于 在 粒子 范畴 中 的 
“作用 能 ”, 所 以 粗略 地 把 波 范畴 里 的 Fermat 原理 看 作 相 当 于 最 小 作用 能 原理 ， 
即 , 如 -粒子 在 给 定 的 时 间 区 间 内 从 一 点 移动 到 另 一 点 , 它 取 的 是 最 小 (总 ) 作 
用 能 路 径 . 口 
注 记 2 引信 兴趣 的 波 /粒子 对 倘 , 它 作 为 如 (16) 的 偏 微 的 求解 过 程 的 组 成 
部 分 , 是 由 爱尔兰 数学 家 William Rowan Hamilton 狠 士 [1805--1865] 和 德国 数 
学 家 Karl Gustav Jacob Jacobi[1804 一 1851] 发 现 的 ， 也许 直到 20 世纪 初 量 子 
Ne F(X(s,t), Y(s,t), P(s,t), Q(s,t), U(s;,t)) = 0( 即 , (X,Y, P, Q,U) 是 特征 带 ). 一 
译 
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力学 的 出 现 , Hamilton-Jacobi 理论 的 非常 重大 的 意义 才 被 人 们 所 认识 , 那 时 发 
现 ( 既 在 理论 上 也 在 实验 上 ) 波 /粒子 对 偶 不 仅仅 是 数学 好 奇 . 的 确 , 它 构 成 在 原 
子 和 亚 原子 领域 中 现代 物理 的 主要 基础 .在 第 8.5 节 , 将 讨论 量子 力学 并 运用 
Schr5dinger 方程 来 确定 氧 原子 中 的 波 函 数 和 电子 的 能 量 水 平 . 口 

我 们 给 出 最 后 一 个 特殊 的 例子 说 明 上 面 的 普遍 性 . 

例 4 考虑 一 介质 , 光 在 其 中 的 速度 c(z,y) 与 到 z- 轴 的 距离 成 比例 , 比如 
c(z,y) = y, y > 0. 证 明 由 正 y- 轴 组 成 的 波 前 是 以 如 下 旋 式 运动 : 在 晚 些 时 候 它 
仍然 形成 过 原点 的 射线 , 且 光 线 (或 相应 的 粒子 轨道 ) 绘 出 与 z- 轴 正 交 的 半圆 . 

解 ” 此 时 偏 微 (16) 成 为 好 +w2 = 2. 取 在 指定 的 初始 波 前 上 为 0; 即 ， 
f(s) = 0, g(s) = s,，G(s) = 0 (参看 (8)), 这 里 s > 0. 为 了 满足 (9) 和 (10), 即 
h(s)?+k(s)?2—g(s) ?=0 和 0=G’(s)= h(s)f'(s)+k(s)g'(s) =k(s), 置 k(s)=0 
和 h(s) ==s-!. 取 F(z,y,u,p,g) = 地 22+9 一 522) 则 特征 方程 组 (12) 成 为 
dP dQ _ i 
i 


初始 条 件 为 
X(s,0)=0, Y(s,0)=s, U!(s,0)=0, 


Pl(s,0) = h(s) = s-!, Q@(s,0) = k(s) = 


Pls, 0) = 和 X(s, 日 = 了， 
由 之 hey -Y-3dy = QdQ, 于 是 Y-2 = 92 + s-2、 则 
些 = 9 = +V7--57 或 +Y(1- s-2Y2)4dY = 此 对 它 积分 , 并 利用 


二 SV1 一 s-2Y2=t 或 Y(s,t) = Vs?—t2s-?. 


因 Y(s,b = Vs2 一 好 2s-2 二 Vs? 一 久 (s,t)?, 所 以 光线 的 轨道 是 与 z- 轴 正 交 的 半 
圆 . 由 上 地 =P?+Q?=Y- ?=s-1(1 一 t2s-4)-1, 得 


,i X(s,t) < = -1 = ff 
do 0 Vety 


1, 1+ts-? 1, 1+cos0 ey 
y 一 二 ] 一 二 | 三 一 一 -1 . 
u(z, Y) 5 n [二 nj Se Incot(30) tanh (cosb) 
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特别 , 在 时 刻 r 的 波 前 ( 即 w(x,y) = 7) 是 射线 8 = cos-ltanhr 二 2cot™!(e7). 作 
为 一 个 顺带 结果 , 注意 到 对 每 个 固定 的 s, 参数 化 曲线 X(s,t) = s-1t, Y(s,t) = 

s2 一 如 s- 是 质量 为 1 的 粒子 在 时 刻 t 的 位 置 , 在 该 粒子 上 施 与 具有 势 为 
一 #y-? 的 作用 力 (或 加 速度 )-V(- 翅 -2) = -3i， 此 时 粒子 的 初始 位 置 是 
(0, s), 初始 速度 为 s-1i 因此 , 最 初 这 颗粒 子 的 总 能 (动能 加 势能 ) 是 #(s-1)2 一 
3s-2 = 0. 在 任意 时 刻 t, 总 能 是 3(P? + Q? -了 -2), 容易 计算 其 与 t 无 关 恒 为 
0. 这 是 能 量 守恒 的 例子 . 注意 到 在 时 刻 t 之 后 , 开始 于 正 y- 轴 的 粒子 系统 不 在 
一 射线 上 . 确实 , 开始 于 (0,s) 的 粒子 在 时 刻 t = s? 以 无 穷 速度 击 中 z- 轴 . 在 时 
刻 t, 具 有 s? >t( 即 如 /z? >t 或 0<z< vt 的 粒子 在 曲线 y = Vt5z-7 二 27 
上 . 在 下 面 的 图 1 中 , 标 绘 出 了 t= 一 3, -2.5,…. ,2.5,3 的 这 些 曲 线 . 也 标 绘 出 了 
7= 一 3, 一 2.5,.… ,2.5,3 的 波 前 (由 原点 发 出 的 射线 ). 自然 , 各 个 粒子 , 也 就 是 光 
线 , 在 半圆 上 运行 . 然而 当 穿 过 给 定 的 点 时 , 光线 的 速度 是 对 应 的 粒子 穿 过 这 点 
的 速度 的 倒数 . 口 
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图 1 


第 三 章 ” 热 万 程 


热 可 经 传导 、 对 流 和 辐射 传递 . 在 传导 中 , 热 (分 子 运动 或 振动 ) 由 于 邻近 
的 分 子 相 碰撞 而 局 部 传递 . 由 于 对 流 , 热 经 一 即时 的 流 从 一 个 区 域 带 到 另 一 个 
区 域 . 还 有 , 红外 电磁 波 产生 热 辐 射 ， 这里, 限定 讨论 热传导 . 在 一 个 均匀 的 固 
体 热传导 材料 中 , 时 刻 t 在 点 (z,y,z) 的 温度 wz,y, zt 非常 近似 地 服从 热 传 
导 方 程 w = (uzz 十 uyy + uz:), 其 中 是 衡量 该 材料 传导 性 能 的 正常 数 . 函数 
u 也 可 看 作 不 带 流动 的 液体 中 化 学 物品 或 染料 的 浓度 , 于 是 热传导 方程 常 称 为 
扩散 方程 . 在 这 章 , 考虑 一 维 的 热流 w = kuzz, 其 中 wu = wu(z,t). 在 分 类 定理 中 
(参看 第 1.2 节 ), 这 个 偏 微 是 常 系数 抛物 偏 微 的 一 个 例子 , 它 具 有 一 般 抛物 方程 
的 主要 特征 . 在 第 3.1 节 , 用 物理 定律 导出 wu = kuzz, 并 解答 最 简单 的 初 边 值 
问题 . 在 第 3.2 节 中 建立 了 解 的 唯一 性 和 最 大 值 原理 , 还 讨论 解 的 变化 与 初 边 值 
变化 的 关系 . 虽然 给 出 了 最 大 值 原理 的 一 个 详细 证 明 , 但 在 第 一 次 阅读 时 可 先 略 
去 . 第 3.3 节 专 门 讨论 与 时 间 无 关 的 边界 条 件 . 在 第 3.4 节 , 小 心地 激发 和 运用 
Duhamel 方法 来 处 理 非 齐 次 热 方程 (wt - kuzz = h(z,)) 和 依赖 于 时 间 的 边界 
条 件 . 


83.1 热 方 程 推导 及 标准 初 边 值 问 题 的 求解 
下 面 , 由 物理 原理 , 即 能 基 守 恒 以 及 热 从 热 的 区 域 流向 冷 的 区 域 的 事实 来 推 
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导热 方程 . 必须 注意 到 , 当 说 到 它 温度 是 位 置 和 时 间 的 C? 函数 时 , 讨论 的 温度 
概念 是 在 理想 意义 下 的 . 一 小 块 物体 的 温度 (以 Kelvin 标 度 来 度量 的 绝对 温度 ) 
与 在 这 块 物 体 中 分 子 的 平均 动能 成 比例 . 因此 , 温度 是 统计 学 概念 .“ 某 一 点 的 温 
度 ” 的 概念 是 一 种 数学 理想 化 , 它 可 能 通过 “ 当 区 域 变 得 更 小 , 分 子 的 容积 (更 迅 
速 ) 减 少 , 而 分 子 数 却 在 增加 时 ” 取 极 限 得 到 . 热 从 热 的 区 域 流向 冷 的 区 域 的 法 则 
( 即 , 本 质 上 是 热力 学 第 二 定律 ) 是 在 统计 意义 下 的 , 这 是 指 这 个 法 则 可 能 被 违 
反 , 只 不 过 可 能 性 微乎其微 ; 在 上 述 的 数学 上 理想 极限 中 违反 的 概率 趋 于 零 . 数 
学 理想 化 的 成 功 显然 归于 事实 : 分 子 与 日 常 物品 ,比方 用 来 测量 温度 的 温度 计 
的 尖端 相 比 是 非常 小 . 至 少 , 我 们 是 在 默许 数学 理想 化 假设 下 来 进行 热 方 程 的 
推导 . 

考虑 一 根 由 某 种 导热 材料 做 成 的 线 或 杆 , 除了 在 z = 0 和 z = 工 的 端点 的 
可 能 外 , 它 与 外 界 绝热 . 


Xo 


TY 


RI 


图 1 


假设 在 每 个 时 刻 每 个 截面 温度 是 常数 , 记 wu(z,t) 是 在 时 刻 t 在 截面 z 处 的 温度 . 
让 计量 体系 随意 , 使 得 wu(z,t) 可 以 是 Fahrenheit (华氏 ) 计量 单位 、Centigrade 
(摄氏 ) 计量 单位 或 Kelvin 计量 单位 . 引入 下 面 常量 : 


D= 杆 的 密度 ( 即 单位 体积 质量 )， 
C= 杆 的 比热容 ( 即 把 单位 质量 升 高 单位 温度 所 需 的 能 )， 


了 = 杆 的 长 度 ， 
4= 截 面 的 面积 . 


考虑 杆 在 某 点 z = zo 附近 厚度 为 Az 的 薄片 (参看 图 1)， 该 薄片 的 质量 为 
DA(Azx). 因此 把 该 薄片 的 温度 从 0 升 到 w(xzo,t) 所 需 的 能 守 u(zo,t)CDA(Az)， 
如 wu(zo,t) < 0, 则 这 是 负数 , 意味 着 须 放出 能 量 来 降低 温度 . 令 Az 一 0 并 对 
z= 二 a 和 z=b 之 间 所 有 薄片 的 能 量 求 和 , 得 到 在 时 刻 t 杆 从 z=a 到 z=4b 这 
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部 分 热能 的 如 下 表达 式 : 
E(t) = 1. CD4u(z,tdz. {1) 


实验 上 发 现 热能 从 较 热 的 区 域 流 向 较 冷 的 区 域 , 且 热 流 比 率 与 区 域 间 的 距 
离 除 温差 ( 即 温度 梯度 ) 成 比例 . 用 定量 术语 来 说 , 热能 以 正方 向 传 过 在 z = a 
处 的 截面 的 比率 为 


KA(S)e=e 或 一 KAus(a;t), (2) 


其 中 K > 0 为 某 个 常数 , 称 为 杆 中 物质 的 热传导 率 . 注意 到 若 wuz(a,t) < 0, 则 
z 二 a 左边 的 温度 大 于 x = a 右边 的 温度 , 因此 (2) 应 该 是 (而 且 是 ) 正 的 . 热流 
比率 与 温度 梯度 wz(a,t) 成 比例 . 
由 于 假设 杆 的 外 部 弯曲 曲面 是 绝热 的 , 所 以 热能 能 进入 杆 的 z=a 和 z=b 
之 间 部 分 的 唯一 途径 是 在 zx = a 和 z =。， 处 的 截面 . (假设 没有 诸如 化 学 反应 和 
辐射 的 内 部 热源 .) 于 是 , 在 杆 这 部 分 热能 的 净 变 化 率 等 于 热能 在 端点 rz = a 处 
进入 的 变化 率 减 去 在 端点 x =? 处 出 去 的 变化 率 . 利用 (2), 换 句 话说 , 有 
Br) = = Rea dt) = (RA lb 
(3) 
= KAuz(z,t)| = [Ka lus, ae, 
其 中 最 后 的 式 子 是 根据 微 积 分 的 基本 定理 ,用 f'(z)dz = f(b) - f(a). 这 里 假设 
u 是 C2 的 . 另 一 方面 , 也 可 通过 (1) 在 积分 号 下 关于 t 求 导 (参看 附录 3) 得 到 
E'(t): . 
E'(t) = GDA 让 (4) 
利用 (3) 和 (4), 得 
b b 
/ CDAu(z,t)dr = E'(t) = / K Auzz (7, t)dr. 
用 CD4 相 除 并 定义 k= K/CD(k 称 为 杆 中 物质 的 热 的 扩散 率 ), 得 
b 
| [w(x,t) — kuzz (7, t)]dz = 0. (5) 
因 [a,4] 是 [0, 刀 的 任意 子 区 间 , 由 此 得 


at(Tt) 一 Kurz(Zt) 一 0. (6) 
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确实 , 若 (6) 在 某 点 zo 不 成 立 , 则 若 选 [如 是 在 zo 附近 足够 小 的 区 间 , 使 得 
(5) 中 的 被 积 函 数 在 [a, 9 上 不 为 零 , 这 样 (5) 将 不 成 立 . 


偏 微 ut = kuzz 是 (一 维 ) 热 方 程 . 我 们 已 经 证 明 (在 数学 理想 化 的 限制 条 件 


下 ) wu(z,t) 满 足 这 个 方程 . 


例 1 (基本 源 解 ) ” 热 方 程 w = kuzz 的 一 个 很 重要 的 解 是 


—zr2 
ekr, t>0, —o0<7z<o0. (7) 


1 
V4TKt 


u(z,t) = 


在 任 一 固定 的 时 间 t > 0, (7) 在 zu- 平面 上 的 图 像 (参看 图 2) 是 一 铃 形 的 , 概率 
论 中 Guass 分 布 的 正 态 曲 线 . 随 着 t 的 增加 , 图 像 铺 展开 来 且 高 度 减 小 , 图 形 和 
z- 轴 之 间 面 积 总 是 保持 为 1. 


的 确 , 利用 统计 学 中 的 标准 结果 (在 第 7.1 节 的 例 6 中 也 证 明了 ) /3 er-azr dr = 
V7/a (a > 0), 得 /ulz,t)dz = 1, 于 是 在 这 无 限 杆 (-oo < z < oo) 的 总 热能 
是 个 常数 , 与 t 无 关 . 随 着 t 一 0, 注意 到 温度 分 布 u(z,t) 的 图 像 , 作为 zx 的 函数 
在 z= 0 附近 变更 陡峭 的 峰 . 确实 , 解 (7) 描绘 了 由 于 在 t= 0 时 集中 在 z = 0 


处 的 初始 热源 导致 的 温度 的 演化 . 在 第 七 章 , 将 用 Fourier 变换 法 来 得 到 这 个 解 


. 120 . 第 三 章 热 方 程 


(也 可 参看 习题 2 和 13). 现在 , 利用 对 数 求 导 法 来 验证 (7) 确实 是 解 . 注意 到 


lInu = -3Indrk — > Int— 一 一 


kt 
Ur I > 
因此 ,二 = 一 了 或 we 一 一 2 
1 工 1 企 
| ”二 一 一 一 人 一 一 一 一 一 一 | 一 一 一 ( 一 一 2 
则 , uvzz = 一 了 Zi 一 了 (sR ~ (2K1) 儿 
讲法 二 2 28 ey )>). 于 是 ut = kuzrzy. 口 
uu 2 4Akt2 2kt 2kt > 


注 记 (概率 考虑 ) 基于 热流 的 统计 学 基础 , 由 于 初始 集中 的 热源 产生 的 温 
度 (7) 具有 标准 的 Guass 正 态 ( 铃 形 ) 分 布 不 是 无 法 预料 的 . 的 确 , 根据 集中 在 
z= 0 的 热源 的 随机 扩散 , (7) 的 一 个 纯 统计 学 的 推导 在 习题 13 中 完成 . 想法 是 : 
若 在 该 热源 中 的 粒子 允许 在 一 个 正规 的 时 间 间 隔 长 度 At 中 随机 地 向 左 或 向 右 
移动 Arz 的 距离 , 则 当 At 一 0 时 , 只 要 3 人 Az? = kAt, 在 时 刻 的 粒子 密度 将 
是 具有 形式 (7) 的 正 态 分 布 . 口 


一 个 初 边 值 问题 


物理 直觉 使 我 们 相信 , 若 在 杆 上 (0 < x < 工 ) 指定 初始 温度 分 布 w(z,0) 且 
在 端点 指定 温度 w(0, 和 (人 三 国 , 则 在 任意 的 (z,t) [0 < xz 入 工 上 > 0], 温度 
u(z,t) 应 该 能 确定 . 换 句 话说 , 对 “适当 好 的 ”给 定 函 数 A(t)，B(t) 和 f(x), 期 
望 下 面 的 问题 有 了 唯一 的 解 : 


DE. wu=kurz, Og<rg<L, t>0; 
B.C. w(0,t)= A(t), wl(L,t) = B(); 


1.C. wv(5,0) = f(2). 


这 里 , D.E. 表示 “微分 方程 B.C. 表示 “边界 条 件 ”( 即 , 在 端点 z=0 和 z= 工 
的 条 件 ), 以 及 I.C. 表示 “初始 条 件 ”( 即 , 在 t= 0 的 温度 分 布 ). 在 第 3.2 节 , 证 
明 “ 初 边 值 问 题 "(8) 最 多 只 有 一 个 解 . 以 几何 术语 来 说 , 我 们 寻求 定义 在 zt- 平 
面 半 无 限 带 (0 < z 和 也 t > 0) 上 的 C? 函数 u(z,t), 使 得 在 带 上 满足 该 D.E.， 
且 在 带 的 边界 具有 指定 的 值 , 如 图 3 所 示 , 可 以 把 u(z,t) 的 图 像 想 象 为 这 条 带 
上 的 曲面 , wu- 轴 指 离 书页 . 则 在 任意 时 刻 to 的 温度 分 布 可 通过 在 ztw- 空间 中 
取 平 面 t= to 与 v 的 图 像 的 垂直 切片 获得 . 
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4(0) B(I) 


分 离 变 量 


以 找 出 D.E. wt = kuzz 的 所 有 乘积 解 u(z,t) = X(z)T(t) 来 开始 求解 过 程 ， 
其 中 X 是 zx 的 函数 , 而 T 是 t 的 函数 . 为 此 , 我们 利用 了 在 第 1.3 节 引 入 的 “分 
离 变 量 ” 法 . 随后 考虑 B.C. 和 IC.. 现 把 uv(z,t) = X(z)T(t) 代入 wi = kuzz 并 
分 离 变 量 , 得 

Tt) _ XT) _ 


w= > XGOT 的 =AX TO = FX =° 


c 为 某 个 常数 , 因为 一 个 t 的 函数 和 一 个 z 的 函数 只 有 当 这 两 个 函数 都 为 常数 
时 才能 相等 (参看 第 1.3 节 的 例 10.). 则 得 两 个 常 微 


T(t) — keT(t) = 0, 


X"(r) — cxX(z)=0. 


有 三 种 情形 : c < 0,c > 0 c=0. 当 c<0 时 设 c= -》2 以 及 当 c>0 
时 设 c = 》X2 是 方便 的 , 这 里 和 > 0 是 某 个 常数 .( 假 设 和 < 0, 或 简单 地 和 关 0 也 
是 可 以 的 , 但 为 了 以 后 方便 我 们 取 和 > 0.) 乘积 解 u(z,t) = XX(z)T(t) 可 通过 解 
这 三 种 情形 的 熟悉 的 常 系 数 常 微 (9) 和 (10) 得 到 (参看 第 1.1 节 ). 最 后 的 结果 
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情形 1 (c = -》2 < 0): 


u(z,t) = e-N kt(ci Sin{ 和 AZ) + cz cos(Az)). 


情形 2 (c= 2 > 0): 


Nkt (cles My 


u(z,t)}=€ + c2e 


情形 3 (c= 0): 


ul(z,t) = c17 + C2. 


注 记 wt = kuzz 的 每 个 乘积 解 是 形式 (11),(12) 和 (13) 之 一 . 然而 , 不 是 
ut 二 kuzz 的 每 个 解 都 是 乘积 解 . 的 确 , 例 1 中 的 解 (7) 就 不 是 乘积 解 . 另外 ， 
由 全 加 原理 , 可 通过 用 各 种 数 ,cl 和 cs 组 成 上 述 乘 积 解 的 线性 组 合 来 得 到 齐 
次 线性 偏 微 w = kwuzz 的 其 他 解 , 但 这 样 的 解 不 总 是 乘积 解 . 例如 , e~*tsinz 十 
e-4kt sin(2z7) 是 解 , 但 它 不 能 表示 为 一 个 z 的 函数 乘 一 个 t 的 函数 . 再 者 , 不 是 
ut 二 kuzz 的 每 个 解 都 是 乘积 解 的 线性 组 合 . 的 确 , 任 一 (11),(12) 和 (13) 这 些 
解 的 线性 组 合 在 上 = 0 有 定义 , 而 解 (7) 却 不 是 . 因此 , 解 (7) 不 可 能 是 乘积 解 
的 一 个 线性 组 合 . 然而 , 就 如 我 们 将 要 看 到 的 , 对 于 在 有 限 杆 上 大 多 数 的 初 边 值 
问题 , 解 (如 果 存 在 的 话 ) 可 以 表示 为 乘积 解 的 线性 组 合 (可 能 是 无 穷 的 ).、 口 


求解 最 简单 的 初 边 值 问题 
热 方 程 最 简单 的 初 边 值 问题 是 下 面 标准 的 问题 , 其 中 要 求 u(z,t) 在 一 个 包 
含 带 0< zg<L,t>0 的 “ 开 " 区域 上 具有 C? 延 拓 (参看 本 节 结 束 的 注 记 ): 


DE. w=kuzz, Og<zgL, 
B.C. w(0,t) =0, wl(L,t)= 0; 


ILC. w(x,0) = f(x). 


这 里 , 杆 的 两 端 保持 在 0 度 (比方 , 如 果 计 量 单位 是 摄氏 度 , 可 把 两 端 浸泡 在 冰 
水 里 ). 通过 更 换 温标 , 可 使 任 一 温度 (绝对 霉 度 以 上 ) 等 于 某 个 新 标量 的 零度 . 
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现在 的 任务 是 求 出 该 D.E. 的 所 有 乘积 解 ,， 且 还 满足 B.C.， 随后, 来 面 对 工 C.. 
没有 满足 B.C. 的 情形 3 的 非 零 乘积 解 (u(x,t) = ciz + cz, 参看 (13)).， 的 确 ， 
0 = u(0,t) = c1 .0 十 cz 意味 着 co = 0, 又 0 = w(L,t) = ciL 十 co = cz 表明 
cl = 0. (在 任意 时 间 , 情形 3 乘积 解 的 图 像 是 zu- 平面 中 的 直线 , 而 穿 过 (0,0) 
和 (L,0) 的 唯一 的 直线 是 z- 轴 .) 也 没有 形式 (12)( 情 形 2) 的 非 零 乘积 解 . 确实 ， 
利用 (12)， 


0 一 u(0, t) 一 ex kt(cle0 十 cze0) 一 ex kt(cl 十 co2) > C2 三 一 Cl 


和 


0=u(L,t) = eX kt (ce*L cie— 5) 2 eX ktce-\L (eXL -1). 


因此 , ci = 0, 因 e237 一 1 > 0, 从 而 cs = -cl = 0. 于 是 , 获得 满足 B.C. 的 非 零 
的 乘积 解 的 唯一 希望 寄托 在 情形 1 的 解 (11) 上 . 我 们 有 


0=u(0,t) =e-* kt(c sin0 + cocos0) =e-* Ktecs > co =0 


和 
0=u(L,t) = e-* Kte sin(AL). (15) 


取 cz = 0 是 迫不得已 , 但 希望 避免 在 (15) 中 取 cl = 0, 不 然 将 只 是 得 到 又 一 个 0 
解 . 为 了 避免 这 种 情况 , 注意 到 cl 可 以 不 为 零 , 但 只 有 当 入 取 的 满足 sin AL =0 
时 . 因 sinz=0 当 且 仅 当 z 是 r 的 一 个 整数 倍 , 则 对 ( 正 ) 和 的 选取 是 AL = mr 
或 入 = nn/L (n= 1,2,3,…). 于 是 , (14) 的 D.E. 满足 B.C. 唯一 的 乘积 解 是 下 
面 无 穷 多 个 乘积 解 族 中 的 成 员 的 常数 倍 


NANT 


un(Z, t) e—(nr/L)?kt sin (地 


上 见 一 23 


由 于 D.E. 是 线性 和 齐 次 的 , 所 以 可 应 用 和 至 加 原理 得 到 任意 有 限 项 , 比如 N 项 的 
线性 组 合 


N 
u(z,t) = en 2 (Rs 


n=1 
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是 D.E. 的 一 个 解 , 其 中 b1, bz,… 是 任意 常数 . 还 注意 到 (17) 满足 B.C. u(0,t) = 
0 和 w(L,t) = 0. 的 确 , 因 这 些 条 件 是 齐 次 和 线性 的 , 所 以 秋 加 原理 可 用 于 这 种 
B.C..( 更 容易 地 , 可 直接 验证 B.C..) 
现 来 考虑 (14) 的 IC.. 如 在 (17) 中 令 t= 0, 得 
N zz 
ul(z,0) = 2 bn sin (地 ) . {18) 


如 碰巧 (14) 中 工 C. 的 f(z) 是 具有 (18) 右 端 的 形式 , 则 由 (17) 给 出 的 u(x, 如) 
将 是 问题 (14) 的 解 . 换 句 话说 , 我 们 有 


命题 1 设 bi,… ,bn 是 给 定 的 常数 . 问题 


D.E. ut 三 kuzrzr, 0 <rI< L, t 之 0; 
BGC, ‘w=0,. TE) =0; 


N 
LC. wl(z,0)= D0 sin (地 ) 
n=]1 


的 解 由 下 面 给 出 


N 
二 —(nr/L)2kt 7) 
u(y, t) Dbne sin ( ). 


n=] 


注意 到 当 一 co 时 , 所 有 的 指数 一 (nx/L)?kt 趋 于 -oo, 从 而 当 t 一 cc 时 所 有 
的 项 都 趋 于 零 . 因此 , 当 t 一 ce 时 wz 一 0, 杆 的 温度 分 布 最 终 趋 于 零 , 这 是 
加 在 两 端的 温度 . 各 项 趋 于 零 的 速度 是 不 同 的 , 因为 指数 的 大 小 与 nn 有关 . 具有 
大 的 n 的 项 衰减 得 更 迅速 . 这 在 物理 上 是 合理 的 ， 因为 热流 比率 与 温度 梯度 成 
比例 , 并 且 具 分 布 sn( 节 =) 的 热 区 域 和 冷 区 域 之 间 的 温度 梯度 与 ”成 比例 ( 即 ， 
Sin 392 的 梯度 是 n: (x/L) cos ?35z). 这 由 图 4 来 说 明 . 
例 2 求 下 面 问题 的 解 
DE. w=2uz, 0 和 2Z 反 T，t>0 


B.C. wu(0,t)=0, wl(n,t)=0 (21) 
LC. u(x,0) = 5sin(27z) — 30sin(3z). 
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图 4 


解 由 于 已 知 命题 1, 所 以 可 立刻 写 出 一 个 解 . 确实 , 这 时 工 = 交大 二 2, b= 
0, bz = 5, bs = -30 以 及 N=3. 把 这 些 数 代入 (20), 得 


ul(z,t) = 5e-stsin(27) — 30e™ 18t sin(32). (22) 


第 二 项 的 振幅 与 第 一 项 的 振幅 之 比 是 30e-18t/(5e-3t) = 6e-10t， 因 此 , 虽然 在 
t = 0 时 第 二 项 “支配 ”了 第 一 项 , 但 最 终 第 二 项 与 第 一 项 相 比 是 很 小 的 (例如 ， 
考虑 t = 10)， 注意 到 , 在 (22) 或 更 一 般 地 在 (20) 中 , wu(z,t) 是 简单 地 通过 从 
f(z) 插入 适当 的 t 的 指数 衰减 函数 得 到 的 . 指数 中 的 乘 -kt 的 常数 总 是 在 正弦 
元 素 中 z 的 系数 的 平方 , 即 (nx/L)?. 因此 不 必 去 计算 每 项 的 n 的 值 . 口 

注 记 利用 命题 1, 这 个 例子 是 容易 解答 的 , 但 假设 你 在 进行 一 场 闭 卷 考试 
且 记 不 起 命题 1 了 , 通过 完成 下 面 步骤 你 应 该 仍 能 解答 出 这 个 问题 . 这 些 步 又 
适合 于 具有 齐 次 和 线性 的 D.E. 和 B.C. 的 多 种 问题 : 


1. 用 分 离 变 量 确定 D.E. 的 乘积 解 . 
2. 求 出 那些 满足 B.C. 的 乘积 解 . 


3. 构成 步骤 2 中 的 乘积 解 的 一 个 线性 组 合 , 使 得 满足 1.C. . 


大 多 数 教师 会 要 求 你 证 明 你 能 详细 地 完成 这 些 过 程 . 
例 3 (一 绝热 环形 金属 丝 内 的 热流 ) 求解 下 面 问题 , 杆 长 是 27, 从 rz = 工 
到 z= 一 了 . 


DE. u=kuz, —L<rg<L, t>0 
B.C. wu(-L,t)=u(L,t), uz(—L,t) = ur(L,t) 


LC. w(x,0)= (cos a 
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解 ”注意 到 B.C. 要 求 在 端点 xz = 土 L 温度 相等 以 及 温度 的 梯度 也 相等 . 这 
正好 当 杆 被 弯 成 环形 并 把 端点 相连 时 会 发 生 的 情况 . 因此 该 问题 可 看 作 一 绝热 
环形 金属 丝 内 的 热流 问题 . 为 了 解 这 个 问题 , 注意 到 , 由 分 离 变量 , D.E 的 乘积 解 ， 
像 前 面 一 样 , 可 求 得 具有 (11),(12) 或 (13) 形式 . 须 确 定 哪个 乘积 解 满足 B.C.. 
在 情形 1( 参 看 (11)), 由 第 一 个 B.C., 得 


td sin (一 人 了) 十 ca cos(—AL)) = e 一 和 好 (c1 sin(AL) + cz cos(AL)) 
> 2e-> ktcl sin( AL) = 0 = csin(AL) = 0. 
关于 第 二 个 B.C., 先 注意 到 


WwWz(Zit) = e- 和 kt(clAcos(Xz) — c2 sin( 和 A 和 z)). 


则 由 第 二 个 B.C., 得 


e-、 Mt(clAcos (—AL)— caAsin(—AL)) = e—* kt(c1Acos(AL) — coAcos(AL)) 
=> 2e—* Ktc, sin(AL) = 0 = co sin(AL) = 0. 


因此 , 得 取 cl 和 c? 为 零 , 除非 取 和 使 得 sin(AL) = 0, 即 入 = nn/L, n = 
1,2,3,…. 于 是 , 在 情形 1, 得 到 下 列 乘积 解 族 (已 分 别 用 如 和 an 来 替换 ck 和 
c2 了 , 因为 这 些 常数 与 n 有 关 ): 

NAT 
L 
在 习题 5, 要 求 读者 证 明 情 形 2( 参 看 (12)) 满足 B.C. 的 唯一 乘积 解 是 零 解 . 在 

情形 3( 参 看 (13)), 其 中 wu(z,t) = ciz + cz, 我 们 有 


un(z,t) = enr/L) kt[an COS 十 bn sin = n= 1,2,3,..…. (24) 


u(—L,t) = ul(L,t) —C1L+c=cL+i+c cr=0 
uz(—L,t) = uz(L,t) cz 任意 “ 


因此 , 在 情形 3, u(z,t) = cs 是 唯一 “幸存 的 ”乘积 解 . 在 解 族 (24) 中 令 m = 0 
能 包括 这 些 常数 乘积 解 ; 注意 uo(z,t) = eoloo cos0 + bo sin 0] = ao. 根据 关于 线 
性 和 齐 次 D.E. 和 B.C. 的 至 加 原理 , 得 到 满足 D.E. 和 B.C. 的 一 个 相当 一 般 的 
解 ( 不 是 通 解 ), 即 


Cl 三 C1 


N 
u(x,t) = ao + >》, e—(nn/L) kt [an cos 本 十 bu sin 本]. (25) 


n=1 
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至 于 IC., 注意 到 当 上 = 0 时 ,(25) 成 为 


NAT 


N 
u(7x,0) = ao 十 >》 [an cos - 玉 


n=1 
为 了 求 出 (23) 的 解 , 必须 证 明 [cos 至 ]? 能 表示 成 (26) 的 形式 . 这 可 利用 下 面 的 
三 角 公 式 达 到 


+ bn sin —]. (26) 


cosa cosB = #[cos(a + 8) + cos(a — B)), 
cosasinB = $l[sin(a + 8) — sin(a — B)], (27) 
sinawsinB = #$[cos(a — B) — cos(a + BP)]. 
由 这 些 公式 , 得 [cosal3 = cosalcosacosa] = cosa#[cos(2Q) + cos0] = 
过 [cos a cos(2a)] +#cosa = #[cos(30) + cos(~—a)] + $cosa = 4 cos(30) + 3cosa. 
因此 ， 
TT\3 3 TZ 1 377 
(eos 字 ) = Pl 十 40 也， 
对 照 (26), 有 ao = 0, al = 3 az =0, a3=3, 负 =bo=bs3=0 以 及 N=3. 由 
(25), 则 得 问题 (23) 的 一 个 解 , 即 
u(z,t) = Te- (w/OD cos 于 下 Te (7/ Dt cos re. 口 
例 3 里 包含 了 下 面 结果 的 证 明 , 该 结果 在 一 个 环形 金属 丝 内 的 热传导 情形 
时 是 命题 1 的 相对 应 的 命题 . 


命题 2 设 ao al,… ,an 和 六 ,…，bw 为 给 定常 数 . 问题 


DE. u=kuz, —L<r<L, t>0 
B.C. wu(-L,t)= vu(L,t), uz(—L,t) = uz(L, t) 
N 


LC. w(x,0)= ao 十 Dlan cos 


n=1 


NAL 
L 


NAT 
pn sin 一 一 
+ bn sin 5] 


的 解 由 下 面 给 出 


N 
3 2 NAT .NTI 
u(x,0) = ao 十 Dje (na/L) 人 [an co 一 十 bn, sin i 


n= 二 1 
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注意 到 当 上 一 co 时 (29) 趋 于 常数 ao. 这 个 常数 是 这 环形 金属 丝 内 的 平均 
温度 . 的 确 , 积分 (29) 的 两 边 , 得 


L L 
元 人 ve.bdz = 元 人 aodz = a0， 
人 即 


NAT NAT 
nt d= = 一 一 co8 I =0. 
均 nn 


这 个 平均 温度 与 t 无 关 ， ee 因为 没有 热 从 一 根 绝热 圆 形 金属 丝 中 
逸 出 ( 即 , 热 从 z = 工 处 穿 出 , 重新 又 在 xz = 一 L 处 进入 ). 当 t 一 oo 时 温度 分 
布 趋 于 它 的 常数 均值 物理 上 也 是 合理 的 . 

注 记 从 到 目前 为 止 我 们 的 处 理 方法 中 产生 了 一 些 重要 的 问题 . 最 主要 的 
是 如 果 初 始 温度 分 布 u(x,0) = f(z) 不 具有 在 命题 1 或 命题 2 中 的 形式 时 该 怎 
么 来 做 . 的 确 , 不 是 每 个 连续 函数 具有 这 种 形式 , 因为 正弦 和 余弦 函数 的 一 个 线 
性 组 合 是 Ces 的 ( 即 , 无 穷 次 可 微 ), 而 连续 函数 可 以 有 尖 点 , 在 其 上 导数 不 存在 . 
然而 , 确实 证 明了 (Rudin(1976), p. 190) 任 一 定义 在 闭 区 间 [LL 上 的 连续 函 
数 f(z) 且 有 F(-Z) = f(L), 能 以 任 一 精度 地 被 下 面 形式 的 函数 来 盘 近 

N 

Qo 十 Zl COS 本 + bn sin 也 (30) 
这 种 逼近 的 意义 是 : 通过 取 N 足够 大 且 取 适当 的 常数 a,, 和 bn, 使 得 (30) 在 
[一 忆 , 刀 上 的 图 像 能 任意 地 接近 f(z) 的 图 像 . 确实 , 对 于 “适当 好 的 ”也 数 f(z)， 
将 给 出 a,, 和 如 的 表示 公式 , 并 给 出 得 到 所 需要 的 精度 的 数 N 大 小 的 估计 . 这 
在 第 四 章 利用 Fourier 级 数 (参看 第 4.1 节 的 定理 2) 来 完成 . 在 应 用 中 , 初始 温 
度 分 布 ftz) 只 是 在 某 个 实验 误差 之 内 是 可 知 的 . 因此 , 通过 用 形 如 (30) 的 和 以 
这 种 误差 来 晕 近 f(z), 用 (30) 来 代替 f(z) 就 不 会 引起 显著 的 误差 , 然后 命题 2 
给 出 令 人 满意 的 解 , 几乎 就 像 任 何人 都 会 认为 的 那样 . 在 第 3.2 节 , 将 证 明 由 命 
题 1 和 命题 2 给 出 的 解 是 唯一 的 , 正如 物理 直觉 所 揭示 的 . 而 且 , 还 证 明了 用 形 
如 (30) 的 和 在 一 个 实验 误差 之 内 来 逼近 初始 温度 , 则 解 的 误差 不 会 超过 这 个 实 
验 误 差 . 

我 们 还 要 提 及 在 本 章 经 常 发 现 这 样 的 要 求 : u(z,t) 是 在 一 个 闭 带 (包括 边 
界 ) 上 的 解 意味 着 u(x,t) 在 一 个 更 大 的 开 带 上 (参看 第 1.2 节 开 始 后 面 的 一 些 
定义 ) 具有 C? 延 拓 . 这 个 要 求 使 得 在 第 3.2 节 中 的 一 些 证 明 变 得 容易 (例如 , 第 
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3.2 节 的 定理 1). 在 第 七 章 (参看 第 7.4 和 7.5 节 ) 我 们 放宽 了 这 个 要 求 , 只 强调 
在 指定 开 区 域 热 方 程 的 C? 解 在 满足 初 边 值 条 件 的 方式 下 连续 延 拓 到 边界 (但 
不 必 延 拓 到 外 面 ). 


概要 3.1 


1. 热 方程 。 在 热传导 介质 中 , 没有 电流 和 辐射 , 关于 温度 utz, 的 一 维 热 方 
程 是 偏 微 wu = kuzs. 正常 数 是 热 的 扩散 率 , 它 度量 介质 的 热 的 传导 性 . 这 个 
偏 微 由 两 个 物理 原理 导出 , 即 能 量 守 恒 以 及 热能 流 比 率 与 温度 的 梯度 成 比例 . 

2. 基本 源 解 。 热 方程 ui = khuzs 的 基本 源 解 由 8e 这 (t > 0, z 任意 ) 反 
映 了 由 初始 集中 在 z = 0 的 热源 的 热能 的 扩散 . 它 不 是 乘积 解 的 和 (参看 下 面 的 
人 . 对 给 定 的 时 刻 t,u 在 zu 平面 上 的 图 像 是 一 正 态 概 率 曲 线 , 它 随 着 t 的 增加 
伸展 开 去 , 但 [vu(z,t)dz = 1 与 二 无关. 


3. 初 边 值 问题 : 令 4(t)，B(t) 和 f(x) 是 “得 体 的 ”函数 . 问题 


DE. w=kuz, OzZ<L,t0; 
B.C. (0,t) = A(t), wlL,t) = Bt); (*) 
LC. w(z,0) = f(z) 


是 初 边 值 问题 的 一 个 例子 . 物理 直觉 表明 这 个 D.E. 有 唯一 的 满足 B.C.( 边 值 条 
件 ) 和 IC.( 初 始 条 件 ) 的 解 . 唯一 性 的 证 明 在 第 3.2 节 给 出 . 


4. 乘积 解 : 用 分 离 变 量 法 来 确定 (*) 中 的 D.E. 所 有 的 乘积 解 u(z,t) = 
X(ziT( 人 ua = kuzz 的 每 个 乘积 解 具 有 下 列 形 式 之 一 , 其 中 c 是 “分 离 常数 "， 
入 > 0， 


情形 1 (c= -2 < 0) : ut 人 zt) 一 et(cl sin(Az) + c2 cos(Xz))， 
情形 2 (c= X? > 0) : u(z,t) = ex kt(clexz + cxe—*?). 
情形 3 (c = 0) : u(z,t) = c17 + co. 


5. 某 些 初 边 值 问题 的 解 : 下 面 的 命题 1( 适 用 于 两 端 保持 为 0 度 的 杆 ) 和 命 
题 2( 适 用 于 环形 金属 丝 ) 是 由 通过 求 D.E. 的 那些 分 别 满足 齐 次 线性 B.C 的 乘 


. 130 ， 第 三 章 热 方程 


积 解 (参看 上 面 的 4), 然后 利用 个 加 原理 来 满足 I.C. 得 到 的 . 这 个 过 程 可 用 来 
求解 多 种 具 齐 次 线性 B.C. 的 初 边 值 问题 . 
命题 1 令 1,… ,bn 是 给 定常 数 . 问题 
DE. u=kurz, Og<r<L,t>0; 
B.C. w(0,t)=0, wl(L,t)=0; 


N 
. NAT 
ILC. w(x,0)= 2 bn sin < 


的 解 由 下 面 给 出 


本 一 (nr/ 了 工 )2Kt 0: NAT 
u(x, t) > bne sn Qo 


n 二 1 
命题 2 令 ao， al …,QaN 和 b1,:… ,bn 是 给 定常 数 . 问题 
DE. wu=kurzr, —L<rgL,t>0; 
B.C. wu(—L,t)=u(L,t), vz(—L,t) = wz(L,t); 


N 
TFT .NAT 
ILC. w(x,0)= ao 十 2 ce 一 + bn sin |] 


的 解 由 下 面 给 出 


N 
wu(z,t) = a0+ > e (ns/L) kt [an cos + bn sin 本 | 


n=1 


练习 3.1 
1. 设 wu(z,t) 是 wt = kuzz 的 解 . 证 明 下 面 事实 成 立 : 
(a) 对 于 常数 a，zo 和 to, 函数 v(z,t) = u(az 一 zo,a?t 一 to) 满足 w = kvzs. 
(b) 对 任意 常数 ,函数 v(z,t) = wu(z,( 芷 )t) 满足 we = kivzs. 
(c) 函数 v(z,t) = 三 二 exp( 天 各 ) .u( 王 ,一 1) 满足 w = kvzz. 
2. 不 用 命题 1 求解 例 2 中 的 问题 . 即 , 求 满足 D.E. 和 B.C. 的 乘积 解 , 然后 运用 码 加 原理 
来 满足 I.C.. 
3. 利用 命题 1 求解 问题 
DE. u=2uz, OTE3, t>0 
B.C. wl(0,t)=0, w(3,t)=0 
ILC. w(x,0) = f(z), 
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其 中 f(z) 为 下 面 情形 : 
(a) jz) = 4sin = 一 sin 2 (b) flz) =5sin(4rz) 十 2sin(10rz) 


3 77I 


(©) f(z) =sim 可 (d) f(z) = —9cos (FC + 3)) 


(e) f(T) = 3cos (至 = 7) 一 3cos (至 丰 3") 十 sin(5rz). 


。( 基 本 源 解 的 推导 ). 令 w(x,t) = D6b(t)f(b(t)?z?), 其 中 D 为 某 个 正常 数 , 5 和 为 正 
函数 , 且 有 Djf(z?)dz = 1. 
(a) 证 明 对 所 有 的 t,， /wu(z,t)dz = 1, 于 是 b(t) 被 确定 . 
(b) 假设 wt = kuzz 以 及 当 t 一 0+ 时 b(t) 一 oo, 证明 
1 

VArkt 

提示 把 w(z,t) 的 表示 式 b(t)f(b(t)?z?) 代入 wt = kuzzs 并 取 zx = 0 得 到 
一 个 关于 b(t) 的 常 微 , 由 此 得 b(t) = (4kat)-3, 其 中 a = 一 了 (0)/f(0) > 0. 证 明 如 
y = b(t)?z?, 则 f(y)+af(y) = —2y(f" (y+af'(y)). 因此 , 对 于 g(y) = f'(y)+af(y), 
有 g(y) = 一 2yg'(y). 解 出 g(y), 然后 得 出 f(y) = Ce-%*. 


,证 明 满足 环形 金属 丝 B.C.(23) 的 唯一 的 情形 2 乘积 解 u(z,t) = ex "ktt(clexz + cze-**) 
是 零 解 . 


. 求解 问题 


u{(z,t) = 


DE. u=urzr, —T<rIS<NA, t>0 
B.C. wv(—7,t) = u(r,t), uz(—7,t) = vz (r,t) 
[IC. w(x,0) = f(z), 


其 中 f(z) 为 下 面 情形 : 

(a) f(x) =5cosr 十 3sin(8z) (b) f(z) = $+cos(27) — 6sin(27) 

(c) f(x) = 4 + cos?(37) (d) f(z) = 6sinz — 7cos(37) ~ 7sin(37) 

(e) f(7) = (sin z + 2cos z)2. 

(a) 证 明 对 w = kuzz 的 任 一 形 如 w(z,t) = er*+st 的 特 解 , 必 有 s = 1r2, 其 中 + 和 s 
是 常数 . 

(b) 设 w(z,t) = wi1(z,t) 十 iu2(Z,t) 是 wi = kuzz 的 复 解 . 则 证 明 实 部 和 虚 部 wi (z,) 
和 wu2z(z,t) 也 都 是 解 . (注意 到 由 定义 wt = (wi1): 十 i(u2)4, 以 及 若 a, b, c 和 da 都 是 实 
数 , 则 o+ 埃 =c 十 记 当 且 仅 当 =c 和 bb=d) 

(c) 注意 到 (a) 中 的 > 可 以 是 复数 , 利用 (b) 和 es+i9 = ee(cos B 十 isin 6) 证 明 由 下 面 
r 的 值得 到 所 标示 的 解 (其 中 入 是 常数 ). 
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(i) 7 = +iM: ekXt cos(Ar), Le-kt sin(Az). 
(ii r= 土 和 : et srekXt. 
(ii > = A(1 土 让): exz cos( 和 rz + 2kA2t), +te*” sin( 和 Xz + 2kA2t). 
8. (a) 考虑 问题 


10. 


11., 


D.E. uu:=kurz, T2200, t>0; 
B.C. wl(0,t) = cos(wt). 
这 是 一 个 半 无 限 杆 (x > 0) 的 热传导 问题 , 它 的 端点 (在 z = 0 处 ) 服从 周期 温度 变化 
wu(0,t) = cos(wt). 利用 习题 7(cjiii) 求 出 该 问题 具有 以 下 两 个 附加 性 质 的 解 : 
(P1) 当 z 一 oo 时 wv(z,t) 一 0， 
(P2) wu(z,t 十 至 ) = u(z,t) ( 即 , u(z,t) 关于 时 间 是 周期 的 ). 
(b) 证 明 若 (P1) 或 (P2) 略 去 的 话 ,(*+) 的 解 是 不 唯一 的 . 
(c) 假设 w= 村 和 =, 粗略 地 绘 出 当 上 = 0,1,2,3,4 时 温度 分 布 在 zu- 平面 上 的 图 
像 , 注意 u(z,t) = 0 的 地 方 . 
(d) 证 明 在 任 一 固定 时 间 t, u(z,t) 的 相继 两 个 局 部 极 大 之 间 的 距离 , 比如 zi 和 z2, 是 
2r\/ 将 , 并 证 明 不 论 kk 和 w 是 什么 正 数 , 比 u(z2,t)/u(z1,t) 是 e 2 用 .00187. 


(*) 


.(a) 假设 杆 的 周围 绝热 有 故障 , 在 每 一 小 薄片 上 热 以 与 该 薄片 内 温度 成 比例 的 比率 通过 


绝热 层 溢出 . 证 明 温 度 u(z,t) 则 服从 方程 w = kuzz 一 hu, 其 中 h > 0 为 某 个 常数 . 
(b) 证 明 若 w(z,t) 满足 w = kwzz, 则 w(z,t) = ew(z,t) 满足 ut = kuzz 一 hu. 
(c) 求 下 面 问题 的 解 


DE. w=kurzr—hu, 0 入 ZI 所 了 tt>0 


B.C. wu(0,t)=0, w(L,t)=0 


N 
ILC. w(x,0) = D> bn sin 本， 
n=1 


在 热 方程 的 推导 中 , 证 明 若 K,，D 和 C 是 z 的 得 体 的 函数 , 则 得 到 偏 微 C(z)D(z)u: = 
总 ( 开 (z)uz). 
(a) 假设 在 一 个 实体 球 内 的 温度 只 依赖 于 实体 到 中 心 的 距离 r( 即 , = wu(7,t)). 通过 利 
用 半径 为 7 的 球面 的 表面 积 等 于 4rr2 这 个 事实 , 证 明 wt = kr 2(r2u)， = k(urr 十 
2r— lur). 

提示 利用 E(t) = fCDu(r,t)4rr?dr 和 E(t) = K(4rb?ur(b,t) 一 
dra?ur (a, t)). 
(b) 由 令 vw(7,t) = 7 .wl(r,), 推 得 对 于 r > 0, wt = kr-?2(r?2wr)r 等 价 于 vi = kvrr. 于 
是 , ve = kvzz 的 任 一 解 产 生 至 少 对 7 > 0 有 效 的 该 球 内 的 径 向 对 称 的 热流 wz,i = 
v(z,t)/7.( 关 于 球面 上 的 热流 的 进一步 信息 可 参看 第 8.3 节 .) 


12. 


13. 
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设 wo 和 ui 是 常数 , 定义 (对 t > 0) 
td vy? 
u(z,t) = ui + (uo — u1) 云 / “Ydy. (*) 


(a) 利用 下 面 微 积分 的 结果 来 验证 ut = kuzzs (t > 0) 


f(z) 
三 ( [ se) =g(f(z) 科 . 


(b) 利用 结果 /edy = V7 证 明 对 任意 的 z > 0，lim， .or u(z, = uo, 然而 
u(0,t) = wi. 这 意味 着 (*) 是 半 无 限 杆 (0 < z < co) 的 温度 分 布 , 这 时 在 端点 z = 0 
赋 有 温度 wa, 初始 温度 是 常数 wo. 换言之 , u(z,t) 满足 


DE. wu=kurz, Orz<o%, t>0; 
B.C. wu(0,t)=u, t>0; 
IC. w(z,0+)=wuo, zx>0, 


其 中 w(z,0+) = lim,_,o+ u(z,t)，z > 0， 注 意 到 该 解 不 能 连续 地 延 拓 到 (0, 0)， 除非 
uo 二 Wi. (这 个 解 可 用 来 估计 在 地 面 一 个 急剧 的 温度 变化 wo 一 ui 之 后 地 球 在 地 面 下 
深度 为 x 处 的 温度 .) 
假设 一 从 原点 出 发 的 粒子 , 在 时 间 间 隔 At 内 它 有 相同 的 机 会 向 左 或 右 移动 Az 距离. 
(a) 令 > 0 是 一 个 整数 , 设 m 是 整数 , 使 得 -n < m < ph 以 及 n 一 m 是 偶数 . 通过 
计算 粒子 在 n 个 时 间 间 隔 At 内 能 移动 一 段 净 长 度 为 mAz 的 方式 的 数量 来 证 明 在 时 
间 t =nAt, 粒子 在 z = mAz 的 概率 为 
ntl( 二 )™ 
(十 rm) 二 (mn — m))! 
(b) 对 大 的 n, 利用 Stirling 公式 ml < V57e-nnn+ 二 推导 (*) 近似 地 等 于 
V2ne—"nnt (3)” 
rm 


(一 一 一 一 一 一) 于 "+m+D( n )#(" m+) 
- 于 m 
2 


= 1 + -$ntmtD)/] 到 -村 nmm+1) 
人 未 二 和 人 


(*) 


i - (2) 30+) )" 


a 2)*( A)) #t/At— $+ (2) 完 )- 到 =/Az 


- i 
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Z(t Sz/Ar( A i 
3) (At)Y. (x*) 
(c) 注意 到 若 At 与 (Az)? 成 比例 , 比如 (人 2)? = 2kAt, 我 们 得 到 Arz 阶 数 的 确切 密 
度 . 则 通过 (**) 用 2Az 除 , 然后 令 At 一 0, 证 明 得 到 基本 源 解 Ee 于 
提示 ”回忆 一 下 Jim (1 十 az)!/ = e*. 注意 到 用 2Az 除 (代替 用 Az 除 ), 因为 
在 可 能 的 值 z = mAz 之 间 的 间距 是 2Azr, 因 n 一 mm 必 为 偶数 . 


83.2 唯一 性 和 最 大 值 原理 


在 前 节 的 命题 1 和 命题 2 中 , 我 们 求 得 杆 的 两 端 保持 0 度 以 及 环形 金属 丝 
的 标准 初 边 值 问题 的 解 . 本 节 证 明 这 些 求 得 的 解 事实 上 是 唯一 的 解 . 没有 这 个 . 
唯一 性 , 理论 就 失去 它 的 预言 作用 . 为 建立 唯一 性 我 们 研究 两 种 方法 . 第 一 种 方 
法 (参看 定理 1 的 证 明 ) 比 第 二 种 方法 更 直接 , 第 二 种 方法 是 基于 最 大 值 原理 . 
然而 第 二 种 方法 提供 更 好 的 结果 , 如 对 初 值 条 件 作 微小 的 改变 , 则 任 一 解 将 只 稍 
微 变化 一 点 . 这 就 允许 人 们 用 易 处 理 的 函数 去 允 近 初 值 条 件 , 不 会 对 解 产 生 显 
著 的 偏差 . 因 实际 上 无 法 确切 知道 初 值 条 件 , 所 以 这 个 “稳定 性 ”在 应 用 中 是 绝 
对 重要 的 . 


定理 1( 唯 一 性 定理 ) 设 wi(z,t) 和 w2(z,t) 是 下 面 问题 的 C2 解 ， 


DE. vu =kurzr, O<rT<L, t>0; 
B.C. w(0,t) = a(t), wl(L,t) = 2b(@); (1) 
LC. w(x,0) = f(z), 


其 中 a(t), b(t) 和 f(z) 是 给 定 的 C2 函数 . 则 对 所 有 的 0<z<L 和 t>0， 


U1(7,t) = uz(7,t). 


证 明 令 w(z,t) = wi(z,t) 一 wz(z,t). 需要 证 明 v(z,t) = 0. 注意 到 v(0,t) = 
ui1(0,t) — u2(0,t) = a(t) ~ a(t) = 0, v(L,t) = b(t) — b(t) = 0, 而 v(x,0) = 
ua(z;0) 一 w2(z,0) = f(z) - f(z) = 0. 因 D.E. 是 线性 和 齐 次 的 , 所 以 据 秋 加 原 
理 ,v = ul -uz 满足 该 D.E.. 因此 v(x,t) 是 下 面 问题 的 一 个 C2 解 

DE. v=kvrr, Or<L, tz0; 
B.C. wvw(0,t)=0, wvw(L,t)=0; (2) 
LC. w(x,0)=0. 
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我 们 知道 v(z,t) = 0 是 (2) 的 一 个 解 , 但 必须 证 明 这 是 唯一 的 一 个 解 . 我 们 已 把 
(1) 的 唯一 性 证 明 化 为 更 简单 的 问题 (2) 的 唯一 性 的 证 明 . 令 v(z,t) 是 (2) 的 
解 , 定义 
F(t) = 人 [v(z, t)]?dz, t>0. (3) 


因 F(t) 是 一 个 非 负 的 (平方 ) 函数 的 积分 , 所 以 有 F(t) > 0. 若 F(t) = 0, 则 

v(z,t) 必 对 所 有 的 z, 0 < z < 工 都 等 于 零 .( 一 个 连续 非 负 函数 的 积分 是 正 的 , 除 
非 该 函数 恒 为 零 .) 因此 , 如 能 证 明 对 所 有 的 t > 0, F(t) = 0, 则 v(z,t) = 0, 这 
样 就 完成 了 证 明 . 注意 到 由 (2) 的 IC., 得 


F(0) = [ 二 0)]J?dz = 0. (4) 


已 知 F(t) > 0. 因此 , 须 证 明 F(t) 是 不 增 的 ( 即 , F'(t) < 0), 从 而 得 出 F(t) = 0. 
为 证 F'(t) < 0, 先 对 (3) 积分 号 下 求 导 .( 附 录 3 的 Leibniz 法 则 允许 我 们 这 么 做 ， 
v(x,t) 是 C2.) 


» L 
F'(t) = 让 是 ([u(z, 昌 2)dz 一 2 uU(Zt :ve(z, t)dz 


L (5) 
三 2/ v(z,t) :kvzzdr (由 D.E.). 
0 
应 用 分 部 积分 (及 g(z)h’(z)dr = g(r)h -fg Zz)h(z)dz), 其 中 (对 固定 的 
t)g(z) = v(z,t) 以 及 h(x) = vz (7,t). "成 为 


L 
F'(t) = 2(kv(z,t)vz(z,t) 6 -/ klvz (7,t)]?dz). (6) 


因为 由 (2), v(L,t) = 0 和 v(0,t) = 0, 则 第 一 项 为 0. 现 注意 到 一 klvz(zx,)]? < 0， 
由 此 F'(t) < 0. 于 是 , F(t) 绝 不 会 是 增加 的 . 因由 (4), F(0) = 0 以 及 F(t) > 0, 所 
以 唯一 的 可 能 是 F(t) = 0. 作为 男 一 种 推导 , F(t) = F(t)-F(0)= 局 F'(s)ds <0 
以 及 F(t) > 0 隐 含 F(t) = 0. 于 是 (如 上 面 提 及 ), vw(z,t) 三 0, 即 wi(zx,t) = 
u2{(Z, t). 口 

注 记 (1) 定理 1 的 证 明 所 用 的 方法 也 可 用 于 证 明 热 方程 满足 其 他 类 型 边 
界 条 件 (以 及 初始 条 件 ) 解 的 唯一 性 . 将 在 第 3.3 节 在 一 些 细节 上 考虑 这 些 其 他 
的 B.C. 以 及 它们 物理 上 的 重要 性 . 由 于 已 经 熟悉 环形 金属 丝 的 B.C.( 参 看 3.1 
节 中 的 例 3), 所 以 在 下 面 的 例 1 中 用 该 方法 来 证 明 这 种 情形 解 的 唯一 性 . 
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(2) 定理 1 的 证 明 还 隐 含 着 u(z,t) 对 初 值 有 平方 平均 连续 依赖 性 . 我们 说 
到 这 种 连续 依赖 性 是 指 以 下 断言 . 
车 ui(z,t) 和 uz(z,t) 满足 (1) 的 D.E. 和 B.C., 则 


F(t) =- (u(x,t) ~ uz(2,t))?dzr (ui(z,0) 一 ua(z,0))2dz = F(0). (7) 


的 确 , 如 同 定理 1 的 证 明 (参看 (6)), 对 所 有 的 t, 有 下 '(t) < 0, 于 是 F(t) < F(0). 
不 等 式 (7) 表明 车 初始 温度 分 布 是 接近 的 , 是 在 它们 的 差 的 平方 的 积分 是 微小 
的 这 样 的 意义 下 ( 即 在 平方 平均 的 意义 下 ), 则 在 任 一 后 面 的 时 刻 , 这 些 分 布 至 少 
是 如 前 这 样 接近 (也 是 在 平方 平均 的 意义 下 ). 口 
例 1 叙述 和 证 明 环 形 热传导 问题 (参看 第 3.1 节 的 例 3) 唯一 性 定理 . 
解 在 这 种 情形 唯一 性 定理 可 叙述 如 下 : 
设 ulz,t 和 ?wz(z, 是 下 面 问题 的 C2 解 
D.E. wu =kurzr, —L<7rT<L,t>0 
B.C. wu(L,t)=u(—L,t), vzr(—L,t) = ur(L,t) (8) 
ILC. wu(z,0) = f(z). 
则 对 所 有 的 -L <z<L,t>z0,u(z,t) = u(r,t). 口 
证 明 令 v= -zw, 并 注意 到 v 满足 (8) 中 的 D.E. 和 B.C., 上 且 w(zx,0) = 
f(z) - flz) =0. 定义 F(t) = 万:[w(z 区 ?dz, 注意 到 F(0) = 0 和 F(t) > 0. 如 
定理 1 的 证 明 , 只 需 证 明 F(t) < 0 即 可 (为 什么 ?). 由 (6) 中 的 计算 , 得 


F(t) = 2(v(7,t)vz(z,t)| 2.-f klvz(7, t)]*dz) 


由 B.C., 端点 项 可 去 掉 , 于 是 F(t) < 0. 口 

注 记 作为 定理 1 和 例 1 的 结果 , 现在 知道 第 3.1 节 的 命题 1 和 命题 2 的 
初 边 值 问题 的 解 实际 上 是 满足 给 定 B.C 和 IC. 的 唯一 解 . 口 
最 大 值 原理 及 其 推论 


唯一 性 当然 是 一 个 至 关 重要 的 性 质 , 它 在 指定 的 条 件 下 有 着 明 人 铀 结 果 的 物 
理 过 程 的 数学 描述 中 是 必 不 可 少 的 . 然而 , 有 一 个 更 强 的 性 质 , 这 是 关于 这 些 过 
程 成 功 的 数学 模型 常常 具备 的 性 质 ， 即 关于 指定 条 件 微小 改变 的 “稳定 性 ” 或 
“连续 性 ”. 假设 对 初始 温度 分 布 和 边界 值 作 微小 的 改变 (比如 , 由 实验 无 法 觉察 
的 量 ). 若 解 出 现 大 的 量 (实验 上 可 觉察 ) 的 变化 , 则 (尽管 有 唯一 性 ) 我 们 的 理论 
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就 失去 它 的 预测 价值 . 如 这 种 情况 不 会 发 生 . 则 称 (不 严谨 地 ) 模型 具有 连续 地 
随 指定 条 件 变 化 (或 是 稳定 ) 的 解 . 不 等 式 (7) 给 出 了 某 种 弱 意 义 的 稳定 性 . 即 ， 
当 在 初始 温度 分 布 上 有 一 个 微小 的 平方 平均 形变 时 , 在 任意 后 面 时 刻 的 温度 分 
布 具有 微小 的 平方 平均 形变 . 然而 , 仅 因 为 一 个 函数 , 比如 g(z), 具有 一 个 微小 的 
平方 平均 ( 即 , 作 (g(z))?dz 是 微小 的 ), 这 得 不 出 g(z) 对 所 有 在 [0, 刀 中 的 x 都 是 
微小 的 . 例如 , 令 是 任 一 满足 10-3" < 工 的 整数 , 设 g(z) = 10", 0<z<10-3" 
以 及 g(x) =0, 10-3n < x < 工 . 则 尽管 有 事实 /VY g(z)2dz = 10-3n .102n = 10-"， 
我 们 有 g(z) = 10"”，0 < xz < 10-3*. 更 一 般 地, 除了 在 它 的 图 像 的 尖 齿 处 ， 取 
gtz) 为 零 . 不 管 这 种 尖 齿 有 多 高 , 我 们 总 能 取 尖 齿 足 够 狭窄 , 使 得 人 g(z)?dz 如 
希望 的 那样 微小 . 于 是 , 即使 两 个 温度 分 布 差 的 平方 平均 是 微小 的 , 不 能 得 出 这 
个 差 在 任意 点 是 微小 的 . 为 了 补救 在 (7) 中 的 这 种 不 足 , 且 为 了 证 明 对 标 中 所 有 
的 点 都 是 同样 有 效 的 稳定 性 的 类 型 , 要 运用 定理 2 中 叙述 的 最 大 值 原理 . 然而 ， 
鉴于 最 大 值 原理 的 众多 推论 和 应 用 , 把 它 的 证 明 放 在 本 节 的 末尾 给 出 , 到 那 时 会 
有 关于 证 明 的 充裕 的 想法 . 


定理 2( 最 大 值 原理 ) 设 u(z,t) 是 下 面 问题 的 C? 解 (最 多 只 有 一 个 ) 


DE. u=kuzz, Og<zrT<L, t>0 (k>0) 

B.C. wl(0,t)=a(t), wl(L,t) = 60(t) (9) 

LC. w(x,0)= f(x), 
其 中 a(4), b(t) 和 f(z) 是 给 定 的 C2 函数 . 设 了 是 任意 固定 的 未 来 时 间 . 记 
M 是 初始 温度 的 最 大 值 , 令 4 和 B 是 端点 z=0 和 zxzr= 工 在 时 间 间 隔 从 
ti=0 到 上 = 人 期 间 温 度 的 最 大 值 , 即 


Ost<T Os<zxzg<L 


A= | B= max {b(t)} 和 M = max {f(z)}. 
SP UT 


ul(z,t) < M. (10) 


注 记 以 几何 的 本 诸 , 最 大 值 原 理 表 明 若 问题 (9) 的 解 在 ztw- 空 间 如 图 1 
所 标 绘 , 则 曲面 v = wu(z,t) 在 矩形 0 入 z 乏 研 0 和 t 芝 了 上 三 个 截面 z= 0,z = 
工 ,上 = 0 中 之 一 上 达到 它 的 最 高 点 . 口 
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u(x,t)=€@ cos(x-{) ‘SIS 


(k= 地, L=x, T=27) 


图 1 


由 物理 的 观点 , 最 大 值 原理 说 明 在 任意 时 刻 t(0 < t < T) 在 杆 内 任意 点 zx 
的 温度 不 超过 初始 温度 分 布 的 最 大 值 或 在 时 间 间 隔 [0, T] 期 间 两 端点 指定 温度 
的 最 大 值 . 对 那些 有 很 好 的 物理 直觉 人 来 说 , 不 会 对 这 个 结果 感到 惊讶 , 因为 他 
们 通常 不 会 认为 热 会 集中 在 杆 内 , 而 是 认为 热 是 扩散 的 . 热 “ 回 避 ” 自己 , 喜欢 
流 到 较 冷 的 区 域 . 同 理 , 寒冷 “回避 ”自己 . 的 确 , 由 最 大 值 原理 易 得 最 小 值 原理 : 


推论 (最 小 值 原理 ) 设 v(z, 是 问题 (9) 的 C2 解 , 令 


= mn {od}, b= on {b(t)} 


以 及 m = omin, {f(2)}. 记 m = min{a,b,m}, 对 所 有 满足 0<z<L 0< 
t<T 的 z 和 t, 有 


m < ul(z,t). 


证 明 设 v(z,t) = 一 u(z,t). 若 分 别 以 -a(t)， -b(t) 和 一 f(z) 来 蔡 换 a(t)， 
b(t) 和 f(z), 则 wv(z,t) 满足 问题 (9). 现 不 难 验 证 


oe.{ a(t)} = 一 omipnr{a(Gb)} = —a, 


max {—b(t)} = —b 以 及 max {—f(z)} = —m. 


0<t<T 0<z<L 
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于 是 , 对 v(z,t) 运用 最 大 值 原理 , 得 v(x,t) < max{-a, 一 b,—m} = 一 min{fa, 刀 
mm} = 一 m. 则 v(z,t) < -到 , 乘 -1, 得 反 向 不 等 式 wz, = 一 v(z,t) > m, 正 是 
所 期 望 的 . 口 
例 2 利用 最 大 值 和 最 小 值 原 理 得 出 
DE. ui=urr, OT t 之 0 
B.C. w(0,t) =0, w(3,t) = (11) 
IC. wu(z,0)=6sin 众 十 ee 


的 解 u(x,t) 满足 不 等 式 0 < ul(z,t) < 4V2. 
解 这 里 = 9, 工 = 3 以 及 初始 温度 分 布 具有 第 3.1 节 命 题 1 的 形式 . 因 
此 (11) 的 (唯一 解 ) 是 
u(z,t) = 6e-Ttsin 十 2e-9r tsin ny. (12) 
由 此 , 得 -8 < wu(z,t) < 8( 为 什么 ?), 但 我 们 必须 比 这 个 做 得 更 好 . 通常 可 以 利 
用 微 积分 (例如 , 令 wi(z,t) = 0 和 wz(z,t) = 0 同时 解 出 zx 和 来 确定 该 函数 
确实 在 带 形 0 < z < 3, t > 0 内 的 局 部 极 大 点 、 极 小 点 或 鞍点 . 求解 这 些 方程 
或 证 明 无 解 不 是 件 容 易 事 .( 的 确 , 在 带 形 内 有 一 个 临界 点 (参看 习题 14).) 然而 ， 
即使 做 了 这 些 , 那 仍然 还 得 去 检验 在 带 形 边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 最 大 值 最 小 
值 原理 使 我 们 免 去 了 检验 严格 在 带 形 内 的 极 值 的 工作 , 因为 这 些 原理 表明 热 方 
程 解 的 最 大 值 和 最 小 值 (直到 任 一 给 定时 刻 ) 自动 地 在 边界 上 达到 . 读者 也 许 尝 
试 去 证 明 v 的 最 大 值 必 在 t = 0 时 发 生 , 因为 (12) 中 的 这 些 项 似乎 对 所 有 的 z 
都 是 减少 的 . 事实 上 , 在 x = 3 处 , 温度 在 t= 0 时 是 增加 的 : 
3 
ut(F 
因此 , 仅仅 因为 这 些 项 中 的 振幅 是 减少 的 , 不 能 得 出 u(z,t) 的 值 是 减少 的 ， 于 
是 , 如 果 没 有 最 大 值 最 小 值 原理 , 就 得 被 迫 去 寻求 t > 0 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 . 
然而 , 利用 最 大 值 原理 , 我 们 知道 , 在 带 形 中 , w(x,t) 不 会 超过 在 zt- 平 面 中 在 边 
界 z=0, z= 3, t=0 上 的 最 大 值 . 对 于 z=0 或 z= 3, 注意 到 w(0,t)=0 和 
u(3,t) = 0. 为 求 u(x,0) 的 最 大 值 和 最 小 值 , 对 f(z) = 6sin 全 + 2sin(rz) 求 导 : 


0) = —6n? sin 了 一 18r2 sin = = 12x2 >0. (13) 


(7) = 27r(cos 工 本 十 cos(TT)) = 4r cos 2 COS 可 
其 中 用 了 0 2cos( 才 (a 十 8)) cos((a 一 BB)). 因此 , 在 区 间 [0, 3] 内 , 只 


当 z = 一 引 , 引 ，3 时 , f'(z) = 0. f(z) 的 图 像 在 图 2 中 展示 . 于 是 , f 的 最 大 值 是 
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开始 时 ( 随 着 热流 和 该 局 部 最 小 ) 将 增加 [参看 (13)], 这 是 没什么 可 感到 惊讶 的 . 
u(z,t) 在 边界 z = 0, x = 3, t = 0 上 的 最 大 值 是 4V2, 而 在 这 些 边 界 上 的 最 小 
值 是 0. 因此 , 由 最 大 值 原理 , 对 所 有 的 0< zx < 3, 0 < t, 有 wl(z,t) < 4V3, 而 由 
最 小 值 原理 , 对 所 有 的 0 < xz < 3, 0 < t, 有 wu(z,t) > 0, 正如 所 期 望 的 . 由 (12) 
可 知 , 当 t 一 oo 时 w(z,t) 一 0, 且 对 大 的 t, u(z,t) 很 接近 6e-"™ tsin 车 . u(z,t) 
在 ztu- 空 间 的 图 像 在 图 3 中 展示 . 图 


图 3 


下 面 定理 表明 , 如 果 热 方程 的 两 个 初 边 值 问题 在 杆 内 每 点 具有 接近 的 初始 
温度 分 布 , 直到 时 刻 了 具有 接近 的 指定 边 值 , 则 对 每 一 时 刻 t(0 < t < 7T), 在 杆 
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中 所 有 点 上 , 对 应 的 这 些 解 (如 它们 存在 的 话 ) 必 至 少 也 是 那样 接近 . 这 是 解 关 
于 边界 条 件 和 初始 条 件 连续 依赖 性 的 重要 性 质 , 这 在 本 节 的 开始 有 过 讨论 . 利用 
最 大 值 原理 容易 证 明 这 个 结果 


定理 3( 关 于 I.C. 和 B.C. 的 连续 依赖 性 ) 设 wi(z,t) 和 wo(z,t) 分 别 是 下 
面 各 个 问题 的 CO? 解 (0<z<L,t>0) 


DE. wv = kurz D.E. ww = kuzrz 

eee =a(t) pe I = a2(t) 
(L,t) = b1(t) ulL,t) = b2(t) 

LC. wl(z,0)= fi(7z) LC. w(x,0)= fo(7z). 


若 对 某 个 c > 0, 有 


|fi(z)— fo(z)| < e, 0g< zgL, 


以 及 Jai(t) — az(t)| < e 和 b(t) — bo(t)| < 6, 0<tgT, 
wi(z,t) — vol(z,t)| se 0g<r<L,0g<tgT. 


证 明 令 vw(z,t) = (zt) 一 wz(z,t). 则 w= kv 且 有 
lv(z,0)| = |fi(z)— fo(z)| < ee 0<zsgL, 和 和 
|v(0,t)| = |ar(t) ~ a2(t)| & 6, |v(L,t)|=)b(t) -b(t)| <e, OgtgT. 


因此 , v 在 边界 +=0(0<z<gL) 和 z=0,z=L(0<t<T) 上 的 最 大 值 不 会 
大 于 e, 而 wv 在 这 些 边界 上 的 最 小 值 不 会 小 于 -e. 于 是 , 由 最 大 值 最 小 值 原理 ， 
得 结果 : 

—é < v(x,t) ge 或 |ui(z,t) — volz,t)| = lv(z, ix 口 


注 记 注意 到 当 ec=0 时 ,(14) 中 的 问题 恒 同 , 且 有 结论 Iui(z,t) —u2(z,t)| < 
0 ( 即 , wi = w2). 因此 , 唯一 性 结果 定理 1 是 定理 3 的 特殊 情形 , 可 通过 令 ec= 0 
获得 . 定理 3 和 最 大 值 原理 的 证 明 是 与 定理 1 的 证 明 完 全 不 同 . 对 某 些 读者 , 这 
似乎 直觉 上 是 显然 的 : 如 果 某 个 初 边 值 问题 具有 唯一 解 ， 则 如 果 初 始 条 件 或 边 
界 条件 有 微小 的 改变 , 那么 解 也 只 有 微小 的 变化 ， 为 了 说 明 这 种 情况 不 总 是 对 
的 , 我 们 给 出 下 面 的 反例 . 
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例 3 对 任意 给 定 的 常数 a > 0, 考虑 关于 u(z,t) 的 问题 


DE. (1-tju=u, 0<z<?2, 0gtg!1; 
B.C. w(0,t)=0, u(2,t)=0; (15) 
LC. w(x,0) = azx(2— Zz7). 


证 明 不 论 常 数 a 如 何 小 , 解 随 着 t 一 1- 将 变 大 . 

解 对 任意 固定 的 z, 该 偏 微 是 一 个 分 离 的 常 微 , 即 u-idu = (1 -tt)-1dt, 
且 通 解 是 w(z,t) = f(z2)/(1 一 与 f(x) 是 一 个 C1 困 数 . 由 于 f(x) = u(x,0) = 
Qaz(2 一 ZzZ), 所 以 问题 (15) 的 唯一 解 是 u(zx,t) = azx(2 一 7z)/(1 一 . 特别, u(1,t) = 
Qa/(1 一 , 阁 a> 0, 即使 a= 10-9, 它 随 着 上 一 1- 时 变 得 任意 大 . 注意 到 v 的 
初始 值 和 边界 值 的 最 大 值 是 a ,因此 对 问题 (15) 的 解 没 有 最 大 值 原理 . 口 


最 大 值 原 理 的 证 明 


在 最 大 值 原理 的 叙述 中 , 假设 用 更 一 般 的 偏 微 w = kuzz 一 c 来 替换 D.E.， 
这 里 c > 0 是 一 固定 的 常数 . 把 由 此 得 出 的 定理 称 为 广义 的 最 大 值 原理 , 或 简 
记 为 GMP. 虽然 我 们 最 初 兴趣 是 在 c = 0 的 情形 , 但 我 们 将 先 对 c > 0 这 
种 更 容易 的 情形 证 明 GMP, 这 在 物理 上 对 应 于 均匀 的 热 沿 着 杆 损失 . 然后 通过 
细致 地 考虑 当 c 一 0+ 的 极限 来 处 理 c = 0 的 情形 .假设 v(z,b 满足 D.E. 
ut 二 kuzz 一 c; CcC>>0. 令 Mo 是 % 在 图 4 中 闭 和 矩形 R(0<z<xgsL,0<gtgT) 的 
最 大 值 . 


图 4 


附录 4 中 的 最 大 值 最 小 值 定理 确保 了 Mo 的 存在 性 . 显然 Mo > 和 好, 因 用 (由 定 
义 ) 是 4 在 RR 的 两 边 和 底 边 上 的 最 大 值 , 但 需要 证 明 Mo = 用 . 设 (zo,to) 是 民 
内 的 点 , 使 得 u(zo,t0) = Mo. 假设 0 < zo<L 和 0<togT, 不 然 Mo = 用 (为 
什么 ?), 则 定理 得 证 . 然而 , 将 证 明 这 个 假设 导出 矛盾 , 于 是 这 个 假设 准 不 成 立 ， 
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因此 得 出 结论 Mo = MMM. 注意 到 wu(z,to) 作为 在 开 区 间 (0,L) 上 z 的 函数 , 在 
zo 处 有 最 大 值 , 所 以 有 wj(zo,to) = 0. (如果 zo 是 端点 的 话 将 没有 这 个 结论 .) 
另外 , 由 于 wu(z,to) 的 图 像 在 zo 处 不 可 能 是 向 上 四 的 (为 什么 不 是 ?), 所 以 一 定 
有 uzz(zo,to) < 0. 利用 这 个 事实 以 及 方程 w = kuzs 一 c, 得 


ut(zTo,to) = kuzrz (To,to) 一 c 芯 一 c. (16) 


因此 , wi(zo,to) < 0， 于 是 , 比 to 稍 小 点 的 云 回忆 起 如 > 0), 有 wzo, 站 > 
u(zo,to) = Mo, 导出 矛盾 (为 什么 ?). 于 是 , 假设 0 < zo < 工 和 to > 0 必 不 成 
立 , 所 以 在 c > 0 的 情形 时 GMP 已 经 得 证 . c = 0 的 情形 的 证 明 如 下 . 令 “ 是 
在 R 上 wi = kuzz 的 解 . 由 令 v(x,t,c) = wu(z,t) -ct 定义 了 一 个 三 个 变量 的 函 
数 uv 注意 到 w = wt 一 c= kuzz 一 c= kvzz 一 c, 这 表明 对 每 个 固定 的 c, wv(z,t,c) 
满足 方程 v = kvzz 一 c. 因此 , 由 已 经 对 c > 0 证 明 的 GMP, 得 知 v 的 最 大 值 在 
RR 的 两 边 或 底 边 上 一 点 , 设 为 (ze,tc) 上 出 现 , ( 即 , zc = 0 或 ze = 工 或 如 = 0)， 
另外 , 由 于 1{( 据 定义 ) 是 在 RR 的 两 边 和 底 边 上 的 最 大 值 , 所 以 有 


v(ze,teyc) =u(ze te) -crt <M-e:tegM, (17) 
因为 ec.t。 > 0. 如 (z,t) 是 R 中 任意 一 点 , 则 
u(x,t) = lim [u(z,t) — ct] = lim, v(z, t, c). (18) 


由 于 vw(z,t,c) < wv(zeyteyc)( 为 什么 ?) 以 及 由 (17) wv(zeytcyc) < 好 ， 所 以 
v(z,t,c) < M， 因 此 , 由 (18), ul(z,t) 是 < 5 的 数 的 极限 ,于 是 对 R 中 任意 
的 (z,t)u(z,t) < M. 口 

注 记 也 有 关于 wt = kuzz 一 c 的 解 的 广义 最 小 值 原理 , 但 这 里 c < 0, 而 不 
是 c > 0. 于 是 , 只 有 在 c = 0 的 情形 , 最 小 值 和 最 大 值 原理 都 成 立 .， 应 该 注意 
到 , 虽然 最 大 值 原理 表明 在 R 上 热 方程 的 解 的 最 大 值 必 在 R 的 两 边 或 底 边 出 
现 , 但 这 并 未 排除 最 大 值 也 能 在 R 的 严格 内 部 出 现 的 可 能 性 . 确实, 任 一 常数 
解 具有 这 种 性 质 . 有 一 个 强 最 大 值 原理 , 它 隐 含 着 如 果 最 大 值 确实 出 现在 R 的 
严格 内 部 , 比如 在 (zo,to), 其 中 0 < zo < 工 和 to > 0, 则 该 解 对 t< to 必 为 常 
数 . 对 于 是 由 乘积 解 的 有 限 和 表示 的 解 , 这 反 过 来 隐 含 了 该 解 处 处 为 常数 (为 什 
么 ?). 在 习题 后 的 补充 中 , 我 们 简 述 了 强 最 大 值 原理 的 一 个 “初等 ” 证 明 , 这 只 
是 对 深思 熟 虑 的 读者 提供 的 . 口 
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概要 3.2 


1， 了 唯一 性 定理 (参看 定理 1): 设 wi(z,t) 和 wo(z,t) 是 下 面 问题 的 C2 解 ， 
其 中 a(t), b(t) 和 f(x) 是 给 定 的 C2 函数 ， 


D.E. uwu=kurzr, O<r<L, t>0; 
B.C. wu(0,t)}= a(t), wl(L,t) = b(t); (S1) 
LC. wl(z,0)= f(z). 


则 对 所 有 满足 0< xz < 工 和 tz0 的 z 和 ,wi(z,t) = v2(7z,t). 


2. 最 大 值 原理 (参看 定理 2): 今 w(z,t)} 是 S1 的 0C? 解 . 令 T>0 并 令 玫 
表示 v 在 和 矩形 尺 : 0< zr <L0<tgT 的 两 边 (z = 0 和 z= 工 ) 或 底 边 的 最 
大 值 . 则 对 所 有 的 0 < z 和 厂 0 < t < TT, wu(z,t) < 了 7. 类 似 地 , 最 小 值 原理 ( 参 
看 定理 2 的 推论 ) 断言 , 如 m 表示 v 在 矩形 R 的 两 边 或 底 边 的 最 小 值 , 则 对 所 
有 的 0<x<L,0gtgT,me uz,t). 


3. 关于 I.C. 和 B.C 的 连续 依赖 性 : 最 大 值 最 小 值 原理 的 一 个 结论 是 (S1) 
的 解 u(z,t) 连续 地 依赖 于 初始 条 件 和 边界 条 件 (参看 定理 3). 定理 1 的 证 明 方 
法 提供 了 这 个 结果 的 弱 形式 : 在 每 一 时 刻 t > 0, 两 个 温度 分 布 的 差 的 平方 平均 
(参看 (7)) 不 超过 该 平方 平均 在 初始 的 值 , 只 要 这 两 个 分 布 在 t 之 前 在 两 端 具 有 
相同 的 值 . 


练习 3.2 


1. (a) 令 vw(z,t) 是 v= kvzz (0 < xz < Lt>0) 的 任 一 C0C? 解 , 且 满 足 B.C. w(0,t)=0 
和 w(L,t) = 0 (没有 初始 条 件 ). 证 明 对 任意 t1, tz2, t2 > > 0，, 


L L 
| betar< 1/ [v(z, ti)]?adz. (*) 


提示 令 F(t) = /Vv(z,t)]?dz, 如 定理 1 的 证 明 那 样 去 证 明 F'(t) < 0. 然后 注 
意 到 F(t2) 一 F(t) = J? F'(t)dt < 0( 为 什么 ?). 
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(b) 解释 为 什么 结论 (*) 当 B.C. 以 任 一 下 面 的 B.C. 组 替换 时 仍然 成 立 : 
a 人 本 fe 


vz(L,t) = 0; v(L,t) = 0; 
BO vz(0,t) = hv(0,t) [其 中 hh > 0]， 
|v(L,t)=0. 


. 对 下 面 问题 叙述 和 证 明 唯一 性 定理 


D.E. wt = kuzz; 
B.C. wuz(0,t) = a(t), wz(L,t) = b(t); 
IC， w(z,0) = f(z). 
提示 利用 定理 1 证 明 的 方法 . 作为 男 一 种 证 法 , 在 习题 1 中 对 v= wu2 一 wi 以 
及 妇 二 0 和 to=t 利用 (*). 
. 利用 最 大 值 最 小 值 原理 推断 问题 


DE. wu=kurz, 0 和 TI 入 Tt>0i 
R.C. u(0, t) =0, u(T, t) = 0; 
ILC. wu(7,0) = sin z 十 3 sin(27) 


的 解 尺 满足 0<w(z,t) < 3V3, 0<r<7,t>0. 
.把 习题 3 中 的 I.C. 换 成 u(x,0) = 5sin(3z) 一 3sin(5z). 求 最 小 的 常数 D 和 最 大 的 常 
数 C, 使 得 对 所 有 的 0< zt>0,C <u(z,t)<D. 

提示 cosa 一 cosB = 一 2.sin(#(a+ 6))sin(i(a — 6)). 
.假设 Joe 在 习题 3 的 初始 温度 分 布 中 加 入 项 古 zs(r 一 2)3. 假设 他 能 求 得 该 新 问题 的 
解 , 证 明 对 任意 的 0 < z < r, 上 > 0, 这 个 解 与 原 问 题解 的 偏差 最 多 为 x5/640. 

提示 ”应 用 定理 3, 注意 到 | 户 (z) - 户 (z)| = | 十 zs(r 一 zz)3|. 
.考虑 下 面 问题 , 其 中 a > 0， 


D.E. w=2urr, Orz<2,t>0; 
B.C. uz(0,t) = —a, uz(2,t) = 0; 
IC， wv(z,0) = —az(l— 32). 


(a) 通过 用 形式 为 u(z,t) = 4z?+Bz+Ct 的 函数 去 试验 , 推断 u(x,t) = az(4z—1)+at 
是 需要 的 解 (由 习题 2 是 唯一 的 ). 
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(b) 取 a 的 两 个 值 , 设 为 wx 和 az, 如 (a) 部 分 , 令 wi (7,t) 和 uz(z,t) 为 对 应 的 解 . 证 
明 jui(z,0) 一 wa(z, 避 | < laa -ao2|, 并 注意 到 |(w1)z(0,t) 一 (ww2)z(0,t)| < laa 一 Qz| 和 
|(ua)=(2,1) — (wu2)z(2,t)| = 0 < lo 一 aaz|. 
(c) 若 定理 3 类 似 的 结果 (对 于 这 里 的 B.C.) 是 对 的 话 , 那 将 有 |ui(z,t) 一 wu2(z,t)| < 
laa 一 az|. 然而 , 去 验证 事实 上 当 t 一 oo 时 , |wi (7z,t) 一 wz(7Z,t)| 一 oo. 因此, 在 这 个 
问题 中 a 的 微小 变化 将 导致 解 对 于 大 的 t 产生 大 的 变化 . 

注 记 按 物理 上 来 说 , B.C.uz(0,t) = 一 a 意味 着 热能 以 与 a 成 比例 的 常数 比率 通 
过 端点 xz = 0 施 于 杆 上 , 因为 通过 z = zo 的 热流 是 一 Auz (xo,t)( 参 看 第 3.1 节 的 
(2)). 端点 z = 2 处 是 绝热 的 ( 即 , 没有 热流 )， 因 此 , 杆 中 的 热 当 t 一 oo 时 以 与 a 成 
比例 的 常数 比率 增加 . 口 


. (比较 结果 ). 令 B 表示 矩形 R: 0 < z < LI, 0 < t < TT 在 底 边 (t = 0) 或 两 边 


(z=0 和 z= 研 上 的 点 组 成 的 集合 . 
(a) 令 C 是 个 常数 . 由 最 大 值 原理 推断 : 如 wu(z,t) 是 ws = kuzz 在 RR 上 的 C? 解 , 且 
对 RR 中 的 (3, 有, u(x,2) < C, 则 对 R 中 所 有 的 (z,t), w(z,t) < C. 
(b) 设 wi(z,t) 和 uz(z,t) 是 热 方 程 wt = uzz 在 RR 上 两 个 C2 解 , 证 明 车 对 所 有 的 昌 
中 的 (z, 及 ,wu1(z,) < uz(z, 腾 , 则 对 RR 中 所 有 的 (zx,t),ui(z,t) < wv2(z,t). 

提示 对 4=wi 一 wz 和 C =0 利用 (a) 部 分 . 


. 考虑 长 度 为 r 的 杆 , 两 端 保持 为 零度 . 若 初 始 温度 为 u(z,0) = [sin z]", 则 证 明 对 所 有 


的 0< zn,t20, u(r,t) < etsinz. 
提示 对 wu(z,t) 一 e-*tsinz 应 用 最 大 值 原理 或 利用 习题 7(b), 注意 到 r7 < r, 0 < 
r < 1. 别 费 心 去 实际 上 找 出 该 精确 解 ! 


. 为 了 证 明 下 面 关于 端点 绝热 的 (其 中 与 wz 成 比例 的 热流 为 0) 最 大 值 原理 , 解释 定理 2 


(最 大 值 原理 ) 的 证 明 (就 在 概要 的 前 面 ) 哪些 需要 做 些 修改 : 
设 是 下 面 问题 的 CO? 解 


DE. wu = kuzz, QO<T<L,t>0; 
B.C. uz(0,t)=0, wz(L,t) = 0; 
I.C， w(x,0) = f(z). 


则 


uz,t) < M = max {f(z)}. 


提示 关于 wt = kuzz 一 c (ce > 0) 具有 绝热 端点 的 广义 最 大 值 原理 的 证 明 中 , 为 
了 得 到 矛盾 , 仍然 可 假设 最 大 值 在 (zo,to) 发 生 , 其 中 to > 0, 但 不 可 假设 0 < zo < 工 ， 
因 这 时 必须 排除 zo = 0 或 zo = 工 的 可 能 性 . 然而 , 该 B.C. 帮 了 我 们 的 忙 ! 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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由 习题 9 的 最 大 值 原理 推导 对 应 的 最 小 值 原理 . 
利用 习题 9 给 出 习题 2 另 一 个 唯一 性 的 证 明 . 
提示 先 证 明 wi 一 uz < 0, 然后 证 明 wz 一 ui < 0. 


利用 习题 9 和 10, 证 明 下 述 具有 定理 3 形式 的 结果 . 设 wi(x,t) 和 w2(z,) 分 别 是 下 
面 各 个 问题 的 解 (其 中 0< zx < 工 , t > 0): 


D.E. ww: = kurz; D.E. ww: = kuzrz; 
t) =0, 并 0,t 三 VU， 
BO we ol 
uz(L,t) = 0; uz(L,t) = 0; 


LC. w(x,0)= fi(z). IC， wz,0) = fo(7). 


其 中 | 有 (zx) 一 (7z)| 和 ee. 则 对 所 有 的 0< zx <L,t>0, |u(z,t)— w(x,t)| < e. 
叙述 和 证 明 关于 环形 金属 丝 (参看 第 3.1 节 中 的 (28)) 的 最 大 值 原理 . 


提示 在 wt = kuzz 一 c (c > 0) 的 广义 最 大 值 原理 的 证 明 中 , 注意 到 若 v 的 最 大 
值 在 (zo,to) 处 发 生 , 其 中 to > 0 且 zo= 土 L, 则 ws( 土 L,to) =0 (为 什么 ?). 


(a) 在 例 2 中 , 求 出 唯一 的 时 间 to > 0, 使 得 u(3,t) 最 大 . 

(b) 对 (a) 部 分 的 时 间 to, 证 明 u(x,to) 只 当 z = 3 时 为 最 大 . 

(c) 利用 最 大 值 原理 证 明 , 尽管 有 (a) 和 (b) 部 分 , 在 任 一 正方 形 区 域 lz -~ 3| < e， 
性 一 如 | < e (e > 0), 有 不 同 于 (3,to) 的 点 (zx,t), 使 得 u(z,t) > (to)， (不 管 正方 形 
的 大 小 和 位 置 , 经 由 热 方程 不 变 的 变换 ; 参看 第 3.1 节 的 习题 1, 在 正方 形 上 热 方 程 的 最 
大 值 原理 成 立 .) 

(d) 这 里 来 证 明 (#,to) 甚至 不 是 u(z,t) 的 局 部 最 大 值 . 对 t < to, 令 z(t) 是 在 [0, 3] 
中 满足 wz (z(t),t) = 0 最 左边 的 点 ， 证 明 cos (z(t)) = 二 V3 一 esr2t t+ < to， 有 
类 uz(t),t) = vr (z(t), tT) + (z(t),t) = kurr (T(t),t) (为 什么 7?). 通过 直接 计算 
来 证 明 wzz(z(t),t) < 0, t < to. 为 什么 这 表明 4(z(t),t) > wu(3,to),0 < t+< to? 则 为 
什么 (3,to) 不 是 的 局 部 最 大 值 ? 


关于 强 最 大 值 原理 的 补充 


在 强 最 大 值 原理 (参看 下 面 的 定理 ) 的 证 明 中 出 现 的 关键 函数 族 是 


w(z,t) = exp(—B(z? +a2t2)) — exp(-Br*)，a，B, r > 0 是 常数 . (*) 
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注意 到 对 所 有 的 (z,t)， 一 1 < w(z,t) < 1 且 w > 0 只 在 椭圆 z2 + a2t2 =7? 内 
部 成 立 , 该 椭圆 内 切 于 矩形 -r < xz <7, 一 r/a < t<r/a. 此 时 
wz = exp(—B(z? + oat?))(—2Bz), 
zz = ep( Ds 十 a2t2))4B2z2 — exp(—B(z? + o£?))2B 
和 
wt = exp(—B(z? + ot?))(—2Ba?t). 
因此 ， 
kwzz — wi = 2B(k(2Bz? -1)+a2texp( 一 B(z2 十 a2t2)). 
于 是 , 只 对 上 > -(k/a?)(2Bz? 一 1) 时 有 kwzz 一 we >0. 由 jnorz 一 一 0 定义 
的 曲线 是 抛物 线 t= --(E/a2)(2Bz2 一 1), 它 开口 向 下 , 顶点 是 (0,k/o?), 在 其 上 
曲率 为 44B/a?( 参 看 图 5). 注意 到 , 若 >/a > by/a2, 顶点 严格 地 在 椭圆 内 部 . 如 
a > 2k/7, 也 将 有 这 种 情形 , 后 面 就 假设 这 个 条 件 . 通过 考虑 函数 w(x 一 zo,t 一 t0) 
可 把 椭圆 的 中 心 移 到 任 一 点 (zo, to). 


引 理 令 w 是 在 闭 矩 形 R 上 热 方程 w = kuzs 的 解 , 该 矩形 包含 形 如 (z - 
zo)? + a2(t 一 to)? < r2 的 椭圆 区 域 BE 作为 它 的 内 部 , 除了 可 能 最 上 面 的 点 
(zo,to + z) 不 在 其 中 .假设 a > 从 . 车 v 在 R 中 的 最 大 值 , 记 为 M, 在 
已 的 边界 上 某 点 P 达到 , 则 最 大 值 也 在 由 点 (zo,to + 专 )[ 严 格 在 椭圆 内 , 因 
5 > 点 ] 出 发 到 最 低 点 (zo,to - <) 的 垂直 线段 上 的 某 点 Q 达到 . 
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证 明 不 失 一 般 性 假设 (xo,to) = (0,0). 对 任意 常数 e > 0, 令 = +ew, 其 
中 心 由 (*) 定义 . 对 于 尽 中 不 属于 已 的 点 P', 有 w(P')=wu(P')+ew(P')<M, 
而 v(P) = M, 因 w(P) = 0. 因此 , w 的 最 大 值 是 在 BE 中 的 某 点 Qi. 在 Qi 处 ， 
有 wzz 乏 0 和 ww >0( 为 什么 ?). 所 以 在 Qi, kwzz 一 we = (kvzz 一 ve)/e < 0. 因此 ， 
Q1 必 在 EE 和 抛物 区 域 i < 一 (k/a?)(2Bz? 一 1) 的 交集 中 , 记 这 个 交集 为 7. 注意 
到 v(Q1) >v(P)=u(P)= M. 得 u(Q1)=v(Q1) -ev(Q1) >v(Q1)-e> Mo-e. 
邻 e 一 0, 得 到 (参看 附录 4 的 Bolzano-Weierstrass 定理 ): 在 J 中 存在 一 点 Qo， 
使 得 u(Qo) = M. 通过 加 大 常数 B, 可 使 抛物 线 无 限制 的 狭窄 ， 从 而 迫使 在 从 
(0,k/o2) 到 (0, ->/a) 的 线段 上 存在 一 点 @, 使 得 (8@) = M. 口 


定理 ( 强 最 大 值 原理 ) 令 vx 是 在 和 矩形 尺 (0 和 zx 入 了 0<t<T) 上 热 方程 


的 解 . 若 4 在 (z,7T) 处 取 到 最 大 值 , 0 < z < 工 , 则 在 R 中 必 为 常数 . 


证 明 令 M = w(z,T). 首先 证 明 : 对 所 有 的 t,0<t<T,wu(z,t)=M. 假 
设 不 然 , 对 某 个 百 ，0 < <7T,w(z,t1) < M. 设 ts 是 最 小 的 大 于 到 的 数 , 使 得 
u(z,t2) = M ( 即 to = inf{tlt > 二 ,u(2t = AM}; 参看 附录 4). 如 引 理 那 样 选 一 
个 椭圆 区 域 E, 使 得 (x,t2) 是 EB 的 顶部 点 , (元 刀 )@ 是 底部 点 , 其 中 < 妇 < 刀 . 
引 理 表明 , 存在 某 点 (x,ts)@, ta < t4 < to, 使 得 wu(z,t4) = ME@. 这 与 to 的 选取 
矛盾 . 注意 到 相同 的 论证 方法 表明 : 若 在 R 内 严格 地 在 x = 0 和 x = 工 之 间 某 
点 PP 处 取 到 最 大 值 M, 则 wv 在 R 中 所 有 P 下 面 的 点 都 取 值 M. 现 如 引 理 那 
样 取 一 椭圆 E, 它 与 直线 t= T, z = x 和 z= 6 相 切 , 其 中 0 < 5 < zi( 参 看 图 
6). 因 该 椭 加 的 底部 点 在 t= 了 一 雪 (z 一 6)/a 的 水 平 高 度 , 所 以 通过 取 a 足够 大 ， 
可 限制 该 椭圆 在 一 个 任意 细 的 形 如 了 一 d < t< Td >0 的 带 形 中 . 通过 允许 
6 可 在 0 和 五 之 间 变 化 , 我 们 可 利用 引 理 以 及 上 述 的 观察 来 确定 w 在 所 有 的 点 
(z,t) 都 取 值 M, 其 中 33<z<z 和 t<T-d. 然后 令 d 一 0+ 并 利用 的 连 
续 性 , 得 到 : 对 所 <z<z 和 0<t<T, 有 w(z,t) = M. 类 似 地 , 通过 考虑 在 
Zz 二 右边 的 椭圆 , 可 证 对 于 <x<5+#(L-z) 和 0<t<T, 有 wu(z,t)=M. 
同 理 , 利用 在 z =0 和 z = 7 之 间 以 及 在 z =F+4(L 一 7z) 和 z= 工 之 间 的 椭 
圆 , 可 把 w 取 值 M 的 区 域 延 拓 到 矩形 45 < x < z+3(L 一 75), 0<t<T. 反复 
重复 这 个 过 程 , 得 到 v 必 在 整个 R 取 常 值 . (注意 到 的 连续 性 使 得 我 们 得 出 在 
RR 的 两 条 边 z =0 和 z= 工 上 也 取 值 M.) 口 


多 原文 误 为 (zo,t4). 一 一 译 者 
四 原文 误 为 u(zo,t4). 一 一 译 者 
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83.3 时 间 无 关 的 边界 条 件 


由 第 3.1 节 中 的 方程 (2) 回忆 起 : 热量 (每 单位 时 间 ) 沿 正方 向 通过 z = a 
处 截面 为 -KAuz(a,t), 其 中 K > 0 是 热传导 率 , 4 是 该 截面 面积 . 因此 , 通过 
在 z=0 或 z= 上 上 指定 wuz, 对 热能 传 过 杆 的 端点 的 变化 率 加 上 条 件 . 特别 , 条 
件 uz(0,t) = 0 意味 着 没有 热流 过 端点 z = 0, 换 句 话说 , 该 端点 是 绝热 的 . 如 果 
要 求 这 些 端点 是 绝热 的 或 保持 0 度 , 则 有 四 组 可 能 的 边界 条 件 : 


@) ("00 =0, 四 (0) =0, 
vl(L,t) = 0; ulL,t) = 0; 


on (0) ee 


uz(L,t) = 0; uz(L,t) = 0. 


前 面 , 在 第 3.1 节 已 考虑 过 (a). 在 情形 (b) 和 (b'), 一 个 端点 是 绝热 , 而 另 一 个 
则 保持 0 度 . 我 们 将 相当 详细 地 讨论 (b), 但 把 对 (b') 的 考虑 留 作 习 题 ( 另 一 种 
做 法 , 通过 把 杆 转 过 来 把 (b') 转换 成 (b), 于 是 把 端点 对 换 ). 我 们 已 经 建立 了 具 
(a), (b) 或 (c)B.C. 以 及 某 个 工 C. 的 热 方程 解 的 唯一 性 (参看 第 3.2 节 的 习题 2 
和 11). 先 考虑 情形 (c), 这 时 杆 与 外 界 完 全 隔绝 . 

例 1 对 适当 的 初始 分 布 f(z), 求 下 面 问题 的 解 


DE. w=kuz, Os<rTSL,t>0; 
B.C. wz(0,t)=0, wz(L,t) = 0; (2) 
LC. wl(7z,0)= f(z). 


§3.3 时 间 无 关 的 边界 条 件 . 151 . 


解 利用 在 第 3.1 节 中 对 (14) 用 过 的 同样 的 过 程 . 换 句 话说 , 求 出 D.E. 满 
足 B.C. 的 乘积 解 , 然后 为 了 满足 LC., 利用 释 加 原理 , 通过 组 成 这 些 乘 积 解 的 线 
性 组 合 得 到 该 D.E. 和 B.C. 的 其 他 解 . 不 管 B.C. 和 IC., D.E. 的 乘积 解 可 由 分 
离 变量 法 求 得 . 在 第 3.1 节 (最 终 ) 以 三 种 情形 完成 了 这 个 过 程 . 对 情形 1( 参 看 
第 3.1 节 的 (11)), 有 


u(z,t) = eX kt(c1 sin(Xz) + ca cos(A7)), (3) 
uz (7,t) = e—* Kt(c1 Acos(AT) — coAsin(Az)). (4) 
在 (4) 中 取 z = 0, 得 到 wz(0,b = Me-^Ktcl. 因 和 > 0, 所 以 由 (2) 的 第 一 
C., 只 能 取 cl = 0. 在 (4) 中 取 z = 工 有 
uz(L,t) = 一 Me- ktco sin( 和 也) 


由 第 二 个 B.C., 这 必 为 零 . 避免 cx = 0( 只 生成 平凡 解 u = 0) 的 唯一 办 法 是 选 入 
使 得 sin( 和 L) = 0. 因此 , 和 L = nr 或 入 = nr/ 研 n= 1,2,3,…. 于 是 , 得 到 一 族 
[情形 1D.E. 和 B.C. 的 乘积 解 : 对 n = 1,2, 3,…， 


un(Z,t) = ane—(""/L) kt cos (5) 


在 习题 1 中 , 要 求 读者 验证 : 在 情形 2( 参 看 第 3.1 节 中 的 (12)), D.E. 和 B.C. 没 
有 非 零 解 . 情形 3( 参 看 第 3.1 节 中 的 (13))D.E. 和 B.C. 有 简单 但 仍 重要 的 解 ， 
即 常数 解 u(z,t) = cz. 通过 简单 地 令 n = 0 是 n 的 一 个 可 能 的 值 把 这 个 解 包 括 
在 解 族 (5) 中 ; 注意 到 cos0 = 1. 由 等 加 原理 , 得 (线性 , 齐 次 )D.E. 和 B.C. 更 一 
般 的 解 


N 
= > ane— ("7™/L) kt cos . (6) 
n=0 
为 了 用 这 个 解 满 足 I.C., 需要 
f(z) = u(z,0) = > Qn cos 一 开 {7) 


因此 , 如 f(z) 具有 这 种 形式 , 则 问题 (2) 的 解 由 (6) 给 出 . 在 第 四 章 将 证 明 , 任 
一 “合理 的 好 ”函数 f(x) 可 在 任意 精度 下 被 形 如 (7) 的 和 来 逼近 . 以 实用 的 术 
语 来 说 , 那 我 们 可 简单 地 假设 f(z) 具有 这 种 形式 , 因为 f(z) 只 在 某 种 实验 误差 
之 内 是 可 知 的 ， 口 
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注 记 注意 到 乘积 解 (5), 除了 n = 0 的 情形 , 当 t 一 co 时 都 趋 于 0. 由 于 


在 指数 中 "2 的 因子 , (6) 中 具有 较 大 ” 值 的 那些 项 衰减 得 更 迅速 . 这 是 所 预料 
的 , 因为 在 热 区域 和 冷 区 域 之 间 的 温度 梯度 ” 越 大 就 越 大 , 如 图 1 所 示 那 样 : 


人 LN AL 
Ha ine 


图 1 
由 (6), 得 
L 
dim u(x,t) 一 zi/ f(x)dr = ao. (8) 
换 句 话说 , 绝热 的 杆 温度 分 布 最 终 趋 于 常数 , 该 常数 是 初始 温度 的 平均 (由 习题 
2, 或 是 任 一 后 面 时 刻 ). 品 


例 2 对 适当 的 初始 分 布 f(z), 求 下 面 问题 的 解 


D.E. w= kuzz, O<z<L,t>0; 
B.C. wz(0,t)=0, wl(L,t)=0; (9) 
LC. w(z,0) = f(z), 


其 中 在 端点 z = 0 是 绝热 的 而 在 端点 x = 工 保持 0 度 . 


解 我 们 还 是 求 D.E 满足 B.C. 的 乘积 解 . 在 情形 1 (参看 第 3.1 节 的 (11))， 
有 例 1 的 (3) 和 (4), 如 前 , 由 第 一 个 B.C., 得 ci = 0. 然而 , 由 第 二 个 B.C., 得 


0=u(L,t) = e-* ktco cos(AL). (10) 


为 避免 取 c = 0, 必须 取 和 满足 cos(XL) = 0. 因 cosz = 0 当 且 仅 当 > 是 r/2 
奇数 倍 , 所 以 (10) 只 当 


1 
LA= (2n+1)3 或 入 = 四 二 和 5， n=0,1,2,.... 
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( 记 住 入 > 0.) 可 以 验证 在 情形 2 和 3 时 (参看 第 3.1 节 的 (12) 和 (13)) 没有 满 
足 这 里 的 B.C. 的 非 零 乘积 解 . 因此 , 一 个 完全 的 乘积 解 族 由 下 面 给 出 


也 27 2 LA 去 TI 
un(Z,t) = dexp[— + | eg a n=0,1,2,.. 
由 合 加 原理 , 有 更 一 般 的 解 
SS oxp[ 一 一 一 和 一 一 eR 总 CE Or cos[ 2], (11) 
n=0 
当 N 
f(z) = u(z,0) = Do cos[ +t 2] (12) 
时 , 它 是 问题 (9) 的 唯一 解 . 口 


注 记 (11) 中 所 有 的 项 当 t 一 co 时 趋 于 零 . 物理 上 的 理由 是 热 会 经 不 绝热 
的 端点 x = 工 传 过 . (11) 的 第 一 项 (n = 0) 以 与 exp(-- 了 r28t/E2) 成 比例 的 变 
化 率 衰减 , 该 衰减 率 比 两 端 都 保持 0 度 情 形 (参看 第 3.1 节 ) 所 对 应 的 衰减 率 
exp( 一 x2kt/L?) 要 慢 . 在 第 四 章 , 将 证 明 : 任 一 “适当 好 的 ”函数 f(x) 可 任意 接 
近 地 由 形 如 (12) 的 和 逼近 . 另外 , 存在 支配 (9) 的 解 的 最 大 值 原理 , 使 得 解 不 会 
由 于 近似 初始 温度 分 布 而 受到 过 度 干 扰 (参看 习题 11). (11) 中 的 项 的 典型 图 像 
由 图 2 所 示 . 口 


非 齐 次 边界 条 件 


在 例 1 和 例 2[ 或 在 方程 (1)] 中 的 B.C. 是 齐 次 的 , 这 种 情况 可 用 释 加 原理 
来 组 成 D.E. 和 B.C. 更 一 般 的 解 . 现 我 们 致力 于 B.C. 不 都 是 齐 次 的 情形 , 但 仍 
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然 还 是 与 时 间 无 关 的 . 
求解 的 方法 是 先 求 出 D.E. 和 B.C. 的 一 个 特 解 ， 然后 (该 特 解 ) 加 上 相应 的 


具 齐 次 B.C. 问题 的 解 . 


前 面 已 经 用 过 这 常规 的 想法 . 这 种 方法 用 下 面 例子 来 阐明 . 
例 3 对 任意 的 实 常数 a 和 ”以 及 适当 的 函数 g(z), 求解 问题 
DE. ?2 = kuzz, O<zT<L,t>0; 
B.C. w(0,t)=a, wl(L,t)= 8; {13) 
LC. w(x,0) = g(7z). 
解 ” 先 寻求 D.E. 和 B.C. 的 特 解 up(z,t)， 因为 任 一 特 解 都 行 , 所 以 最 好 争 
取 简单 的 . 一 个 情形 3 的 乘积 解 (参看 第 3.1 节 的 (13))up(z,t) = cz + d 确实 是 
特 解 , 如 果 选 取 c 和 a 使 得 满足 B.C.: 
Q = Up(0,t)=e:0+d=d, 
b=up(L,t)=cL+d= cL+a. 
因此 ,d=a 和 c= (5 一 a)/L, 以 及 


up(Z, t) = Oe +a, (14) 


即 满足 D.E. 也 满足 B.C.. 现 考虑 相应 的 齐 次 问题 ( 即 , 具 齐 次 D.E. 和 齐 次 B.C.) 
DE. v=kvrzr, O<7r<L,t>0; 
B.C. wvw(0,t)=0, wt(L,t)=0; {15) 
LC. wv(z,0)= g(x) — up(7z,0). 


若 g(z) -up(z,0) 具有 民 信 ,bn sin 3z 的 形式 , 则 能 解 出 这 个 问题 , 得 (参看 第 
3.1 节 的 命题 1) 


N 
v(z,t) = > bne—(™"/L)?kt sin (16) 
现 令 wz = up(z,t) 十 v(z,). 容易 验证 u(z,t) 满足 问题 (13). 的 确 , 由 有 从 加 原 
理 , u(x,t) 满足 D.E., 上 且 有 
BC u(0,t) = up(0,t) +v(0,t)=a+0=a, 
Lt) = up(L,t) +v(L,t) =b+0=b; (17) 
LC. w(z,0)= up(z,0) +v(z,0) = up(7z,0) + 9g(7) — up(7,0) = g(z). 
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注意 到 ， 当 组 成 相应 的 齐 次 问题 (15) 时 , g(z) 必须 减 去 up(z,0). 不 然 的 话 在 
(17) 中 就 不 会 消去 wp(z,0), 且 w(z,0) = g(x) 将 不 成 立 . 口 
例 4 求解 
DE. zw = jz， O<T<L,t>0; 
B.C. w(0,t)=0, wv(L,t)=L; (18) 
ILC. w(x,0) = z+3sin 好 2 
解 能 求 出 D.E. 和 B.C. 具有 形式 wp(z,t) = cz +d 的 特 解 . 由 B.C., 得 
0= wu0,t)=c.:0+d=d 和 工 = w(L,t) = cL， 因此, d = 0, c= 1 以 及 
up(Zz,t) = z. 相应 的 齐 次 问题 是 
DE. v= kvrzr, O<T EL, t>0; 
B.C. w(0,t) =0, vw(L,t)=0; (19) 
LC. wvw(z,0)=7£+3sin: 一 7Z 一 3sin 好 


它 的 解 是 v(z,t) = 3e-4""Rt/L? sin 好 z. 则 问题 (18)@ 的 解 是 


ul(z,t) = up(z,t) + vz,t) = 十 3e-4r At sin < 口 


注 记 读者 或 许 最 好 不 要 去 死记 公式 (14), 而 应 该 考虑 具有 形式 cz +d 的 
特 解 , 然后 利用 B.C. 求 出 这 些 常数 . 理由 是 该 公式 只 可 运用 于 (13) 的 B.C., 对 
其 他 的 B.C., 我 们 得 到 其 他 的 特 解 . 例如 ， 


如 wz(0,t) =a 和 ww(L,t) = 6b, 则 vp(z,t) = a(z -LL)+b. ; 口 
例 5 求解 


DE. w=2uzrz, O<rT<1,t>0; 
B.C. wz(0,t)=1, wu(l,t)= 一 1; 
LC. wl(z,0)=7+cos’ CO——— 2 
解 来 检验 形 如 wp(z, = cr +d 的 特 解 . 由 第 一 个 B.C., 得 c = 1, 而 由 
up(1,t) = 1++d, 据 第 二 个 B.C., 得 d = -2. 于 是 , wy(z,t) = z - 2. 相应 的 齐 次 
”原文 误 为 (19). 一 译 者 
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问题 是 


D.E. v=2vrz, 0 入 Z 近 1 tt>>0; 


B.C. vz{0,t) =0,， wt({1,t) = 0; 
23r7r 5 


LC. wv(7z,0)= [z+ eos 二 一 (一 2) 
lilo 5.2- lo 
DD 
由 例 2, 得 v(z,t) = #e-9"t/2 cos 352, 于 是 
1 3 
u(z,t)=7£—2+ de cos 口 


注意 到 例 3, 例 4 和 例 5 中 的 特 解 是 不 依赖 时 间 的 , 或 以 通常 的 专用 术语 ， 
是 稳 态 的 . 


在 例 3, 例 4 和 例 5 中 , 解 (z,t) = wp(z,t)+v(z,t) 是 D.E. 和 B.C. 的 稳 态 特 解 与 
(相应 的 齐 次 问题 的 ) 解 v(z,t) 之 和 , v(z,t) 是 瞬时 的 , 当 t 一 oo 时 ulz 一 0. 
因此 , 在 这 些 例 子 中 , 当 t 一 co 时 


u(x,t) 一 Up(zit) 十 V(Zt) — up(7, t) 


( 即 , 当 上 一 oo 时 , 解 wu 趋 于 稳 态 解 ). 然而 , 对 某 些 类 型 的 B.C., 没有 稳 态 特 解 ， 
如 下 例 所 揭示 的 . 
例 6 对 给 定 的 实 常 数 a 和 b, 以 及 适当 的 函数 f(z), 解 下 面 问题 


DE. uw = pucz， 0 入 2 了 入 了 过 0; 
B.C. uz(0,t) =a, vz(L,t) = bb; {20) 
LC. w(x,0) = f(z). 


解 “首先 注意 到 B.C. 表明 在 端点 x = 0 热 以 变化 率 wz(0,t) = a 流出 ( 参 
看 第 3.1 节 的 (2), 这 时 KA = 1) 且 在 端点 x = 工 热 以 变化 率 vz( 石 四 =5 流 人， 
如 5 > a, 则 热能 以 常 率 加 入 杆 中 . (如 5 < a, 则 杆 以 常 率 损失 热能 .) 因此 , 不 能 
指望 D.E. 和 B.C. 的 一 个 稳 态 解 , 除非 出 现 a = 6b. 的 确 , 令 wp(z 凡 =cz+dw 则 
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B.C. 表明 c=a 和 c=b, 除 了 a=b, 这 是 不 可 能 的 . 下 一 个 最 简单 的 特 解 形式 
是 


Up(T,t) = ct++ h(z), (21) 


其 中 c 是 常数 , h(xz) 是 z 的 函数 , 这 种 特 解 反映 这 样 的 事实 : 热能 以 常 率 变 化 . 
常数 c 和 函数 h(z) 可 由 D.E. 和 B.C. 确定 . 的 确 , 计算 表明 

c= (up)t = k(up)zs = kh’(z) Sh’(z) = z 全 h(z) = 其 2 +dr+e, 
其 中 d 和 e 是 常数 . 由 B.C. 得 


a = (up)z(0,t) = h’(0) = 4d, Ry be 
b= (up)z(L,t) = i(L)= 尘 +d. 


于 是 , 得 到 下 面 (20) . D.E. 和 B.C. 的 特 解 (为 简单 起 见 , 已 取 e = 0): 


En 2 Ea (22) 
相应 的 齐 次 问题 是 
D.E. v= kvrzr, Og<rT<L,t>0; 
B.C. vz(0,t)=0, vz(L,t) = 0; 


LC. wv(z,0)= f(7)— up(z,0) = f(z)— (7 “zx :+oz) 
如 果 f(z) - wp(z,0) 具有 形式 并 uan cos 叶 =, 则 得 解 


u(z,t) = up(7,t) + vz,t) 
N 


= up(Z,t) + Dane—(""/D kt cos FE, 


刀 一 0 


其 中 wp(z,t) 由 (22) 给 出 . 口 
第 三 类 边界 条 件 


可 以 提出 许多 其 他 类 型 的 边界 条 件 . 例如 , w(0,t) wz(L,t) = 1, uz(0,t) — 
[u(0,)]? = 0 或 更 一 般 地 ， 


F(u(0,t),u(L,t), vz(0,t), uz(L,t)) = 0, 
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其 中 四 个 变量 隔 数 FF 可 任意 选取 . 即使 是 局 限 在 那些 具有 某 些 物理 相关 的 边界 
条 件 , 这 样 的 边界 条 件 都 多 得 我 们 没有 时 间 和 篇 幅 或 耐心 去 处 理 . 然而 , 我 们 将 
考虑 另外 一 类 B.C., 这 类 B.C. 具有 重要 的 物理 关联 性 , 即 


B.C. ws(0,t) — cu(0,t) =0, ws(L,t) + cu(L,t) =0, (24) 


其 中 c 和 c' 是 常数 (在 应 用 中 通常 是 正 的 ). 注意 到 当 c 一 0, 第 一 个 B.C. 变 
成 uz(0,t) = 0, 而 当 c 一 oo, 得 w(0,t) = 0( 对 第 二 个 B.C. 类 似 )，B.C.(24) 称 
为 第 三 类 边界 条 件 . 像 u(0,t) = 0 和 wz(0,t) = 0 这 样 的 边界 条 件 分 别称 为 第 
一 类 B.C. 和 第 二 类 B.C.; 因此 , 它们 是 第 三 类 B.C. 的 极限 情形 . 本 质 上 , 由 于 
完全 绝热 和 完全 热 接 触 (例如 , 通过 外 界 介质 保持 一 端 在 0 度 ) 在 实际 中 难以 达 
到 , 就 产生 了 B.C.(24). 为 了 更 确切 地 理解 这 种 情况 , 来 考虑 端点 z = 0 附近 的 
图 (参看 图 3): 


润滑 油 
NE 
流体 一 0 杆 
图 3 


区 域 zx < -e 由 某 种 流动 良好 且 保 持 0 度 的 流体 占据 , 而 小 区 域 ce< x < 0 由 
某 种 中 间 物 质 (比如 润滑 油 , 氧化 物 或 不 完全 绝热 物 ) 占据 . 假设 这 个 物质 与 杆 
和 流体 处 于 完全 热 接触 , 使 得 u(zx,t) 在 接合 点 zx = -e 和 x = 0 处 连续 . 为 了 穿 
过 xz = 0 处 的 热能 流量 用 x = 0 的 两 边 来 度量 是 相同 的 , 温度 梯度 必须 服从 一 
个 跳 紧 , 使 得 

kiuz(0-,t) = kuz(0+, t), (25) 


其 中 k! 是 中 间 物 质 的 扩散 常数 (k 是 杆 的 扩散 常数 )， 由 于 假设 经 由 z = -# 
损失 的 热 立 刻 就 被 流动 的 流体 带 走 , 有 w(-eb = 0. 如 w(0,t) 是 常数 , 则 最 终 
在 [~e,0] 导致 稳 态 的 温度 分 布 . 的 确 , 瞬时 的 项 以 exp( 一 x?kit/e?) 衰减 . 如 果 e 
小 , 使 得 hr?/e? > 1 这 种 衰减 就 特别 迅速 . 如 wu(0,t) 不 是 常数 , 但 变化 得 相当 
慢 , 则 仍然 可 认为 解 在 区 间 [--e,0] 将 会 相当 接近 一 个 线性 ( 稳 态 ) 分 布 , 即 , 当 


kin?/e? 之 1 时 ， 
I 十 € 
€ 


u(r,t) 久 


u(0,t), —~e<7z<0. 
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则 wz(0- ,性 1u(0, 蚊 , 且 由 (25), 得 (在 有 效 的 近似 下 ) 
us(0+,t) — T(t)u(0,) = (26) 


这 是 (24) 的 第 一 个 B.C., 其 中 c= +(k1/k). 如 +(ki/k) 是 小 量 (比如 由 于 与 各 
比较 ,大 是 大 量 ), 则 在 杆 的 端点 z = 0 处 的 行为 犹如 是 绝热 的 . 如 +(k1/k) 是 大 
量 , 则 在 杆 和 流体 之 间 存 在 封闭 的 热 接触 ( 即 , u(0,t) 0, 其 中 0 度 是 流体 的 温 
度 ). 在 另 一 端点 z = 工 , 施行 类 似 的 分 析 . 于 是 


uz(L-,t)} 十 LulL, ==.0; (27) 


由 于 导数 改变 符号 . 当然 , 在 端点 xz = 工 处 hh 和 可 能 不 同 , 于 是 在 (24) 中 的 
c' 和 c 不必 相等 , 但 在 这 种 物理 意义 下 c 和 ww 确实 是 正 的 . 对 于 B.C.(24), 要 求 
出 具 情 形 1 乘积 解 (参看 第 3.1 节 的 (11)) 的 入 不 总 是 容易 的 . 在 习题 中 , 要 求 
读者 去 验证 和 (这 里 入 > 0) 须 满足 


(cc' — A2)sin(AL) + (c+ ce )Acos(AL) = 0. (28) 


假设 c 和 c 非 负 . 首先 注意 到 入 = Vec > 0 是 (28) 的 解 当 目 仅 当 cos(Vee':L) = 
0 ( 即 ,Vcc = (n 十 二) 邓 , 对 某 个 = 1,2,3,…). 如 果 一 个 解 和 不 是 这 种 形式 , 则 
(cc' - X?) cos( 和 7) 夭 0, 然后 用 它 除 (28) 的 两 边 , 得 


(c+e')A 


和 2 一 cc (全 


tan(AL) = 


这 个 方程 的 ( 止 ) 解 和 ev (29) 两 边 和 的 函数 的 图 像 的 交点 确 
定 . 如 tan(XL) = co( 即 , cos(XZ) = = Vcc', 那么 这 个 例外 的 解 也 必须 包 
括 进去 . 实际 上 , 这 只 不 过 是 (29) 交 轴 的 加 人 和 问 一 条 公 尖 pA 
的 情形 ( 即 , 它们 “相交 ”于 co). 例如 , 如 c= c = r/2 以 及 L=1, 则 tan 和 A 和 
XA/( 和 2 一 7?) 的 图 像 如 图 4 所 示 . 
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其 中 , Ni = x/2 对 应 交点 在 无 穷 远 处 . 在 入 = 0 处 的 交点 未 考虑 , 因为 已 假设 
入 >0. 

注 记 大家 可 想象 一 下 c 或 c 为 负 的 物理 情形 . 例如 , 考虑 一 根 浸没 在 一 
介质 中 的 杆 , 在 该 介质 中 有 一 生成 热 的 化 学 (或 原子 核 ) 反应 , 以 与 附近 温度 成 
比例 的 变化 率 产 生 热 . 则 可 能 发 生 介质 靠近 杆 的 热 的 端点 那 部 分 实际 上 会 生成 
热流 , 以 与 该 端的 温度 呈正 比 的 变化 率 进入 杆 . 在 这 种 情形 , 很 可 能 有 随时 间 是 
指数 增长 的 情形 2 的 乘积 解 , 可 能 导致 熔化 或 爆炸 (参看 习题 9, (c) 和 (d) 部 
分 ). 口 


概要 3.3 


1. 绝热 端点 条件 wuz(0, = 0 表示 在 杆 的 端点 xz = 0 没有 热流 人. 即 , 该 
端点 是 绝热 的 ， 如 杆 的 每 个 端点 或 是 绝热 或 是 保持 0 度 , 则 有 四 组 可 能 的 ( 齐 
次 ) 边界 条 件 (参看 例 1 和 例 2): 


u(0,t) =0 uz(0,t) =0 

多 | u(L,t) =0 Qo) { u(L,t) =0 

, u(0,t)=0 uz(0,t)=0 
人 (0 衬衣 (9 =0. 


2. 非 齐 次 B.C.: 对 形式 wu(0,t) = a( 或 uz(0,t) = a) 和 wu(L,t) = 8 或 
uz(L,t) =b) 的 B.C., 其 中 a 和 4b 是 常数 , 可 用 下 面 的 方法 . 首先 , 求 出 D.E. 和 
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B.C. 一 个 特 解 wp(z,). 然后 所 要 求 的 解 是 
u(x,t) = up(7,t) + v(z,t), 


其 中 vw(z,t) 是 相应 的 具 齐 次 B.C. 和 修正 过 由 v(x,0) = w(z,0) 一 up(z,t) 给 出 的 
LC. 的 问题 的 解 . 作为 说 明 , 可 见 例 3, 例 4, 例 5 和 例 6. 

对 于 上 述 形式 的 B.C., 除了 wz(0 = a 和 wz(L,t) = 的 情形 , D.E. wt = 
kuzz 和 B.C. 将 有 形 如 wp(z,t) = cr+d 的 特 解 , 其 中 c 和 4d 是 常数 . 则 当 t 一 oo 
时 , 解 u(xz,t) 将 趋 于 该 稳 态 ( 即 , 与 时 间 无 关 ) 解 , 因 v(x,t) 一 0. 当 wz(0,t)=@a 
和 wz(L,t) =b, 且 a 关 b 时 , D.E. 和 B.C. 没有 稳 态 的 特 解 , 而 是 如 下 的 

b et 
L 7 
它 关 于 时 间 上 以 常 率 变化 . 这 是 由 于 热 经 由 端点 非 零 的 净 流 人 或 流出 (参看 例 
6). 


< (kt + 27) + az, 


tp(Z,t) = 


3. 第 三 类 B.C.: 在 许多 不 同类 型 的 B.C. 中 , 第 三 类 边界 条 件 , 即 
uz(0,t) 一 cu(0,t) =0, vz(L,t)+ cu(L,t)=0 


在 物理 应 用 中 是 重要 的 , 其 中 c 和 c 是 正常 数 . D.E. 和 B.C. 有 非 平凡 的 乘积 
解 的 和 值 的 确定 不 总 是 容易 的 . 和 的 近似 值 可 由 作 图 或 用 数值 计算 获得 . 


练习 3.3 


1. 证 明 : 对 (2) 的 D.E. 和 B.C., 没有 具 形 式 ee t(ciexz + coe-xz)( 即 , 在 第 3.1 节 中 情 
形 2 的 乘积 解 (12)) 的 非 零 的 乘积 解 . 


2. (a) 仅 通 过 积分 证 明 例 1 的 解 (6) 具有 性 质 : 对 所 有 的 t > 0， 
L 
了 u(Zt)dz = ao. {*) 
这 个 性 质 对 于 杆 中 的 热能 说 明了 什么 ? 


(b) 不 用 解 (6), 对 二 / wu(z,baz 在 积分 号 下 关于 t 求 导 , 利用 热 方程 , 微 积分 基本 定 
理 以 及 B.C. 来 证 明 (a) 部 分 (*) 中 的 积分 是 与 t 无 关 的 常数 . 


3. (a) 求 出 下 面 问题 的 D.E. 和 B.C. 的 所 有 乘积 解 
DE. u=kuzz, Ox<zr<L,t>0; 
B.C. w(0,t)=0, wuz(L,t)=0; 
IC. wv(z,0) = f(z). 
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(b) 如 f(z) = 并 YL_o cn sin[ 人 + 这 芝 ], NN > 0 为 某 个 整数 , 求解 该 问题 . 
利用 习题 3 求解 ; 


Le 


DE. u=2urzr, Og<rg<1,t>0; 


B.C. wu(0,t) = -1, uz(1,t)=1; 
377 


ILC. wl(z,0) = Zz+sin -7 一 1. 
5. 求解 
DE. uQ=uzr, 0 和 zz 所 10,t>0; 
B.C. wv(0,t) =2, wz(10,t) = 3; 
ILC. wv(z,0)= 7 十 27 十 cos(TZ). 
6. 求解 
DE. u=kuzz, Og<zT<L,t>0; 
B.C. wu(0,t) =a, uz(L,t) = b; 
LC. w(x,0)= br 十 a. 
7. 求解 


D.E. Ut = Uzrzr, Og<zs<s7,t>0; 
B.C. uz(0, t) = 2, u(r, t) 4; 


LC. w(x,0) 一 4 一 2 十 2 十 7cos 字 . 


8. 为 使 初 边 值 问题 (20)( 具 B.C. wz(0,t) = a 和 wz(L,t) = 6b) 的 解 u(x,t)( 如 果 存 在 ) 具 
有 性 质 : /Yu(z,t)dz 与 t 无 关 , 常数 a 和 6 的 必要 条 件 是 什么 ? 为 什么 ? 
提示 证 明 对 /Yu(z,t)dz = k(b 一 a)( 参 看 习题 2(b)). 
9. 考虑 问题 : 


D.E. Ut = kuzzr, 0O0<zgL, +>0; 


B.C. wz(0,t) ~ cu(0,t) =0, uz(L,t) + culL,t) = 0, 


其 中 假设 c，c' > 0, 这 是 物理 上 有 关联 的 情形 . 
(a) 证 明 D.E. 和 B.C. 的 情形 1( 参 看 第 3.1 节 的 (11)) 乘积 解 必 为 如 下 形式 
c 


元 sin(Xnz))， 


un(z,t) = ane ~"™*t (cos(Xnz) 十 


10, 


11. 


12. 
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其 中 A， 是 方程 
(cc' 一 入)sin(AL) 二 (c++c) 和 cos(AL) = 0 (参看 (28)) 


的 第 n 个 正 根 . 
(b) 证 明 D.E. 和 B.C. 没有 情形 2( 参 看 第 3.1 节 的 (12)) 的 解 并 且 只 当 c= c 二 0 时 
有 情形 3( 参 看 第 3.1 节 的 (13)) 的 乘积 解 . 

提示 证明 在 这 种 情形 和 必 满 足 和 (c + c') cosh(AL) + (Xz + cc') sinh(AZ) = 0. 
(c) 假设 c < 0,c < 0. 证 明 此 时 的 D.E. 和 B.C. 至 少 存在 一 个 非 零 的 情形 2 乘积 解 ， 
不 需要 实际 求 出 此 解 显 式 . 
{d) 现 假设 c < 0 和 ec' > 0. 证 明 : 车 c 十 c < 0, 则 确实 有 非 零 的 情形 2 乘积 解 . 若 
c 十 c > 0, 则 有 非 零 的 情形 2 乘积 解 当 且 仅 当 工 > -(c+ec)/(ec). 当 c = -c 时 , 求 
出 所 有 的 情形 2 乘积 解 . 
对 固定 的 常数 c > 0, B.C. uz(0+,t) cu(0,t) = 0 可 通过 在 端点 x = 0 处 注入 一 层 厚 
度 为 e, 热传导 率 为 ia 的 物质 近似 达到 , 这 些 常 数 的 选取 满足 (ja /K) = c (参看 (26)). 
解释 为 什么 这 种 近似 当 e 一 0 (于 是 ki = kce -0) 时 将 变 得 越 来 越 精确 . 

提示 考虑 在 [-e,0] 上 的 温度 分 布 , u(e,0) 三 0 以 及 wu(0,t) 几乎 是 常数 , 是 如 何 
迅速 地 趋 于 一 个 稳 态 分 布 . 注意 到 一 kin?/e? = 一 ckn?/e. 
对 于 在 杆 的 一 端 是 绝热 的 而 另 一 端 具有 指定 温度 的 情形 , 证 明 下 面 的 最 大 值 原理 . 
设 w(z,t) 是 下 面 问 题 的 C? 解 


DE. w=kuz, OgzZ<L,t>0; 
B.C. wz(0,t) =0, wu(L,t) = b(t); 
LC. wl(z,0)= f(z). 


则 对 于 
M= max {f(z)} 和 B= max {b(t)}, 


ogzr<L 0gtgT 
有 
u(r,t) < max{M,B}, 0O<rsg<L,0gtgT. 

提示 ”修改 在 第 3.2 节 的 末尾 广义 最 大 值 原理 的 证 明 . 利用 这 样 的 事实 : 车 v(z,t) 
在 (0,to) 处 有 最 大 值 , 则 由 B.C. vz(0, to) = 0, 得 vzs(0,to) < 0 (为 什么 ?). 

注 记 这 个 结果 导出 最 小 值 原理 以 及 一 个 解 关 于 f(z) 和 b(t) 变化 的 连续 性 的 定 
理 , 犹如 第 3.2 节 的 定理 3 那样 . 口 
(a) 为 了 证 明 习 题 9 中 (具有 第 三 类 B.C.) 的 初 边 值 问题 解 的 唯一 性 , 仿效 第 3.2 节 的 
定理 1 的 证 明 . 解释 为 什么 这 个 证 明 失效 , 如 果 不 假设 c > 0 和 c' > 0 的 话 . (然而 , 唯 


- 164 第 三 章 热 方程 


一 性 可 由 其 他 方法 得 到 .) 
(b) 证 明 : 在 (a) 部 分 , 当 c > 0 和 c > 0 时 , 初 边 值 问题 的 解 u(z,t) 在 上 = 0 时 取 到 
最 大 值 , 如 果 假 设 在 [0, 了 ] 中 的 某 个 x, w(z,0) > 0. 给 出 似乎 合理 的 论证 或 一 个 明确 的 
例子 来 说 明 如 果 去 掉 这 个 假设 的 话 , 该 结论 不 真 . 
(c) 当 c=1 和 ec = 一 1 时 ,说明 (用 一 个 明确 的 例子 ) 最 大 温度 不 必 在 t = 0 时 发 生 ， 
即使 对 [0, L] 中 所 有 的 z, 有 w(z,0) > 0 ( 即 , (b) 部 分 的 最 大 值 原理 在 这 种 情形 不 成 
立 ). 

提示 求 出 一 个 情形 2 的 乘积 解 . 


83.4 依赖 时 间 的 边界 条 件 和 非 齐 次 热 方程 的 Duhamel 原理 
已 经 证 明 (参看 第 3.2 节 的 定理 1) 下 面 问题 至 多 只 有 一 个 0? 解 


DE. u=kurzr, O<rg<L,t>0; 
B.C. w(0,t) = a(t), wl(L,t) = 2b(€); 


LC. w(x,0) = f(z). 


在 第 3.3 节 , 当 a(t) 和 b(t) 是 常 值 函数 (与 t+ 无 关 ) 以 及 f(z) 具有 适当 形式 , 即 


NARI 


N 
jz) = up(z,0) + 2 bnsin ——, up(z,0) = (6b— oF +a 
n=1 
时 , 求 得 了 这 个 问题 的 解 . 就 像 在 o( 和 b(t) 是 常数 那样 , 可 求 出 满足 (1) 的 


B.C. 的 形 如 c(t)z + d(t) 的 函数 . 的 确 , 由 B.C., 得 a(t) = c(t)0 + d(t) = d(t) 和 
b(t) = c(t)L + d(t), 因此 , d(t) = a(t) 和 c(t) = (48(t) 一 a(t))/L. 则 由 


wz,t) = (b(t) ~ alt)F + alt) (2) 


定义 的 函数 w(z,t) 满足 (1) 的 B.C.. 然而 , w(z,t) 不 满足 D.E., 除非 a(t) 和 
b(t) 是 常数 . 的 确 ， 


we — kwzz = (b(t) — a lt)F + a'(t). (3) 
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由 于 这 个 缘故 , 写成 w(z, 而 不 写 up(z,t), 后 者 表示 D.E. 以 及 B.C. 的 一 个 特 
解 . 我 们 仍然 可 尝试 去 寻求 问题 (1) 具 形 式 w(x,t) = w(z,t) 十 v(z,t) 的 解 . 函数 
v(Zz,t) 须 满足 下 面相 应 的 具 齐 次 B.C., 但 非 齐 次 D.E. 问题 : 


D.E. wv ~— kvzz = —(b(t) —a(t))F—a(t) OgrgL,t>0 
B.C. w(0,t)=0, wvw(L,t)=0 (4) 
LC. wv(z,0)= wu(7z,0)—w(z,0) = f(z) — (a(0) — 5(0))¥ — a(0). 


确实 ,v = 一 w, 所 以 由 (3), ve 一 kvzz = wt 一 kuzz 一 (wt—kwzz) 一 一 (ut 一 jzz) = 
—(b'(t) — a’(t))z/L — a’'(t). 而 且 ,vw(0,t) = wu(0,t) — w(0,t) = a(t) -a(t) = 0 和 
v(L,t) = b(t) 一 b(t) = 0. 当 al(t) 和 bb 是 常数 时 , 这 时 的 D.E. 齐 次 的 , 则 问题 
(4) 是 熟悉 的 . 然而 , 一 般 而 言 , 我 们 似乎 仅仅 把 问题 (1) 转化 为 另 一 个 问题 (4)， 
也 许 是 个 同样 困难 的 问题 . 注意 到 (4) 是 下 面 一 般 问题 的 特殊 情形 


D.E. v— kvzz =h(z,t), Og<rgL,t>0; 
B.C. w(0,t)=0, wl(L,t)=0; 


LC. wvw(z,0) = g(z). 


如 果 知 道 如 何 去 求 解 问题 (5), 那 就 能 求解 (4) 并 得 到 (1) 的 解 u(z,t) = w(z,t)++ 
v(z, 台 . 幸运 的 是 对 适当 的 h(z,t) 和 f(z) 有 求解 (5) 的 方法 . 这 个 方法 由 法 国 数 
学 家 和 物理 学 家 Jean-Marie-Constant Duhamel(1797 一 1872) 所 发 现 , 他 在 1833 
年 发 表 了 他 的 解法 . 可 以 对 (5) 做 更 进一步 的 简化 . 假设 ul 和 ws 分 别 是 下 列 
问题 的 解 : 


(a) D.E. (wi):—k(w)zz =0; (b) D.E. (wo): — k(u2)zz = h(z,t); 


B.C. { WD B.C. | 0 有 (6) 
ul(L,t) = 0; u2(L,t) = 0; 
LC. ui(z,0) = g(z). ILC. ww2(7x,0)=0. 


则 读者 可 容易 验证 v(z,t) = wi(z,t) + uz(z,t) 满足 (5). 关于 wi 的 问题 是 熟知 
的 , 因此 剩 下 唯一 不 熟悉 的 问题 是 关于 uw 的 具有 齐 次 B.C. 和 了 IC., 但 具 非 齐 次 
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D.E. 的 问题 . 总 结 到 目前 为 止 所 获得 的 , 我 们 有 
命题 1 问题 (1) 的 解 由 


u(z,t) = w{z,t) + u(y,t) + v2(7,t) 


给 出 , 其 中 w(z,t) 是 B.C. 的 特 解 (2), 而 wi(z,t) 满足 g(z) = f(z) - w(z,0) 
的 (6a) 以 及 xz 人 (zt 满足 hz 日 = 一 (us kwzz) = 一 (b(t) 一 a'(t))¥ — a'(t) 
的 (6b). 


包含 在 命题 1 的 分 解 过 程 对 其 他 热能 流 在 一 个 端点 或 两 个 端点 指定 的 标准 
问题 仍 适用 , 如 同 下 面 举 例 说 明 的 . 


例 1 把 问题 
DE. uw =kuz, OweL,t>0: 
B.C. w(0,t) = a(t), wz(L,t) = b(t); {7) 
LC. wl(z,0)= f(z). 
分 解 成 下 面 形 式 的 问题 
DE. (wz) — k(u2)zz = h(z,t), Ox<r<L,t>0; 
B.C. wu2(0,t)=0, (uz)z(L,t) = 0; (8) 


LC. ws(7x,0)=0. 

解 注意 到 w(z,t) = b(t)z 十 alt) 满足 (7) 的 B.C.. 令 ulz = u(x,t) - 
w(z, t), 有 Ve kvzrz = kuzz Se (wz kiwzrz) = —b'{t)z = a’(t), 则 关于 v 的 相 
应 的 齐 次 问题 是 

D.E. wv — kvrz = —b(t)r—a(t) Og<z<L,t>0; 
B.C. wvw(0,t)=0, wz(L,t)=0; (9) 
LC. wv(z,0)= f(z)— w(z,0) = f(z) — 4b(0)z — a(0). 
则 v = wi 十 wo, 其 中 wi 满足 熟知 的 问题 : 
D.E. (wu1)t k(u1)zz 一 0， 0 < I < L, t > 0; 
B.C. ui(0,t)=0, (wi)z(L,t) = 0; 
LC. wl(z,0)= f(z)— b(0)z — a(0). 


而 wo 满足 h(z,t) = 一 0(t)z 一 a'(t) 的 (8). 口 
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Duhamel 方 法 物理 背景 


现在 来 引导 出 用 于 解答 下 面 问题 的 Duhamel 方法 , 该 问题 是 在 求解 (1) 中 
产生 的 主要 障碍 (参看 (6)(b)): 


DE. wu—kuzrz=h(z,t), Ogzrg<L,t>0; 
B.C. w(0,t)=0, wl(L,t) =0; 


LC. wl(z,0)=0. 


注 记 在 (10) 中 的 非 齐 次 热 方 程 有 一 个 简单 的 物理 解释 . 为 此 , 考虑 在 第 
3.1 节 中 的 热 方程 推导 . 以 CD4 (关于 它们 的 定义 , 参看 第 3.1 节 ) 乘 D.E., 然后 
在 [0, 工 中 的 任 一 子 区 间 [a,b] 上 积分 , 得 


6 b 
/ CDA(u: — kuzz)dr = / CDA.:h(z,t)dz. (11) 
a a 


在 热 方程 的 推导 中 , (11) 的 左边 是 杆 在 [a,4] 部 分 获得 的 热能 的 变化 率 减 去 通过 
截面 zx = a 和 z = 的 热流 净 变 化 率 . 在 没有 任何 内 在 热源 (例如 , 化 学 反应 ， 
电流 , 等 等 ) 的 情形 下 , 则 (11) 的 左边 是 0. 然而 , 若 有 内 在 热源 , 每 单位 时 间 在 
[z,z+ Az] 上 产生 的 热量 是 CDA:h(z,t)Az, 则 (11) 的 右边 是 由 该 内 在 热源 在 
[a; 外 上 产生 的 热能 变化 率 , 所 以 有 方程 (11). 因 [w 刀 是 [0, ZL] 中 的 任意 子 区 间 ， 
则 (11) 中 的 被 积 函 数 必 相等 , 于 是 得 到 D.E. wu 一 kuzz = h(z,t), 其 中 h(x,t) 与 
在 时 刻 t 的 内 在 热源 密度 成 比例 . 口 

现 假设 从 上 = -As 到 上 = 0 这样 一 个 短暂 时 间 间 隔 中 , 当 开 启 热源 h(z,0) 
时 杆 的 温度 是 0 度 , 然后 关闭 热源 ， 在 t = 0 杆 中 的 温度 分 布 将 非常 接近 
nfls,0)As( 即 , 若 As 是 小 量 , 则 只 有 小 量 的 热流 入 )， 则 在 后 面 时 刻 上 > 0 的 
温度 将 = v(z,t)As, 其 中 v(x,t) 满足 问题 


DBE w=kv;, DOr L, £2>0; 
B.C. wvw(0,t)=0, wvw(L,t)=0; 
LC. v(x,0) = h(z,0). 


(注意 到 v(z,t)As 满足 该 问题 , 和 且 具 初始 温度 h(z,0)As, 因 As 是 常数 旦 问题 
是 线性 的 .) 更 一 般 地 , 如 果 热 源 是 在 时 刻 t = s - As 开启 , 在 时 刻 t = s 关闭 ， 
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则 该 热源 对 在 时 间 t > s 的 温度 的 效应 是 非常 接近 v(z,t; s)As, 其 中 s 是 固定 
的 参数 , v(z,t; s) 满足 


D.E. w=kvr, O<r<L,t>s; 
B.C. w(0,t;s)=0, wv(L,t;s)=0; 


LC. v(z, sis) = h(z,s). 


则 所 有 这 些 热源 作用 在 时 刻 t 对 温度 的 总 效果 , 是 在 t 之 前 所 有 热源 作用 的 积 
分 (连续 蚕 加), 即 


人 v(7, t; s)ds. 
0 
换言之 , 根据 物理 推理 , 得 出 猜测 : 


u(z,t) = fu s)ds (13) 


将 是 (10) 的 解 , 只 要 v(z,t; s) 是 具 齐 次 D.E. 和 B.C. 的 问题 (12) 的 解 . 后 面 将 
证 明 在 某 些 假设 下 ,(13) 确实 是 (10) 的 解 . 但 首先 注意 到 问题 (12) 不 是 完全 熟 
悉 的 , 因为 初始 条 件 是 给 在 t = s, 而 不 是 给 在 t = 0. 通过 求解 下 面相 关 的 带 有 
在 t=0 的 IC. 问题 , 能 容易 处 理 这 个 困难 . 

D.E. =hkirzs, 0O0<zr<L,t>¥0; 

B.C. i(0,t;s) =0, i(L,t;s) =0; (14) 

LC. v(z,0;s) = h(x,s). 


然后 验证 


v(z,t;s) = Vv(7,t — s;s) 


满足 (12). 换 句 话说 , 为 了 得 到 在 t = 0 的 LC. 来 代替 t= s 的 LC., 只 对 时 间 
施行 了 平移 . 的 确 , 大 家 可 以 忘记 (12), 用 五 把 (13) 写成 下 式 : 


vu(2,t) = / Vv(z,t — s; s)ds. (15) 
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于 是 , 问题 (10) 假设 性 的 解 u(zx,t) 可 通过 求解 熟知 的 问题 (14) 和 施行 积分 (15) 
获得 . 注意 到 (10) 中 的 环 手 的 源 项 h(x,t), 在 问题 (12) 中 已 经 被 转移 成 一 个 “无 
害 ” 的 初始 条 件 . 这 就 是 Duhamel 方法 的 精髓 , 热源 能 转化 成 相应 问题 的 初始 
条 件 这 样 的 一 般 想法 称 为 Duhamel 原 理 . 在 给 出 Duhamel 原理 的 数学 表述 及 
证 明之 前 , 先 考虑 一 个 例子 . 
例 2 求解 下 面具 有 热源 分 布 h(x,t) = tsinz 的 问题 : 
D.E. wu— kurzr=tsinz, Oz, t>0; 
B.C. ww(0,t)= 0, wf{7,t) = 0; (16) 
ILC. w(z,0)=0. 
解 解 相应 的 问题 (14) 
DE. Vi=kirz, Or,t>0; 
B.C. v(0,t;s)=0, vn,t;s) = 0; 


IC， v(z,0;s) = h(x,s)= ssinz. 


这 里 , s 作为 常数 对 待 , 所 以 易 得 5(z,t; s) = se-ttsinz. 根据 (15),(16) 的 解 是 
u(x,t) = 不 5(z,t 一 5;s)ds = 丰 se 一 k(t 一 s) sin zds 
t 
= e-kt sinz / seksds = (klt+k-?(e-kt— 1))sinz. 
0 


这 是 正确 的 解 , 因 可 直接 验证 . 口 
例 3 求解 下 面 问题 , 其 中 热源 分 布 是 e-“t sin z, c 是 任意 常数 . 当 c 1 时 
会 有 有 趣 的 事 发 生 吗 ? 
D.E， 人 了 一 wzz 一 ecsinz，0 和 过 zz 所 Ti 之 0; 
B.C. w(0,t)=0, wf{7,t) = 0; 
LC. u(x,0)=0. 
解 对 h(z,s) = ectsinz 解 问题 (14), 得 5(z,t;s) = e- se-tsinz， 则 由 
(15), 得 解 
t t 
ul(z,t) = J (zt 一 s;s)ds = 下 etell-°)s sin zds 


_ /eet)sinz, c8#1, 
te sinz, CG 三 :1, 
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当 t 五 co, 有 近似 行为 : 
Te sinz, c<l1, 
ul(z,t) ~ 4 te-tsinz, c= 1, 
1 


Cc— 


ie ‘sinz, c>1. 
当 4c 经 过 1 时 w(z,t) 的 行为 会 出 现 质 的 变化 . 口 


Duhamel 原理 的 证 明 


在 Duhamel 原理 ( 见 下 面 的 定理 1) 的 严格 叙述 的 证 明 中 , 将 用 到 下 面 有 关 
对 积分 的 一 个 积分 限 作为 变量 的 求 导 的 结果 , 且 这 个 变量 也 是 被 积 图 数 的 一 个 
变量 (参看 附录 3). 


引 理 1 假设 g(t,s) 和 gi(t,s) 是 连续 因数 . 则 


号 (人 gs)as) = ob+ { ates)as. 


证 明 设 如 (bg 由 下 式 定义 
y 
ae = 上 g(t, sjds. 
来 计算 基 玉 (t,t), 因 这 就 是 (17) 的 左边 . 令 y(t) =t, 并 注意 到 


H(t,t) = EH(t, y(t)) = Helt,t)E + Hylt, y(t))Y (18) 
= Hi(t,t) + H,(t,t). 

由 Leibniz 法 则 (参看 附录 3), 有 Hil(t,y) = 尼 ge(t,s)ds， 还 有 ,H(t,y) 
g(t,y), 因为 对 上 限 求 导 等 于 被 积 函 数 在 上 限 取 值 即 , 基 [5 f(s)ds = f(z)]. - 
是 ， H,(t, t) 一 g(t, t), Hilt, t) 二 态 gilt, s)ds, 则 由 (18) 得 到 {17). 


El 
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定理 1 (Duhamel 原理 ) 假设 h(x,t) 是 给 定 的 C2 函数 ,0<z<L,t>z0. 
假设 对 每 个 s > 0, 问题 
DE. =kvz, Og<r<L,t>s; 
B.C. wv(0,t;s) =0, wl(L,t;s)=0; (19) 
LC. wvw(z,s;s) = h(x,s). 
有 C2 解 v(z,t;s), 其 中 v(z,t;s), vi(Z,t;s) 和 vzz(z,t;s) 关于 s( 与 (7z,t) 联 
合 ) 也 是 连续 的 . 则 问题 
D.E. wu—kuzrz=h(r,t), Og<rgL,t>s; 
B.C. w(0,t)=0, wl(L,t)=0; 
LC. w(xz,0)=0 


的 唯一 解 由 下 式 给 


wz,t) = f vets, 
0 
或 等 价 地 , 由 (15) 给 出 , 其 中 > [v(z,t;s) = V(x,t 一 s;s)] 满 


证 明 由 (21) 定义 的 函数 u(z,t) 满足 LC. wu(z,0) = 0. 它 还 满足 (20) 的 
B.C., 因为 v(z,t; s) 满足 (19) 的 B.C.. 现 对 g(t,s) = wv(z,t;s) 应 用 引 理 1, 其 中 
2 固定 . 则 由 {17), 得 


t 
ut(z,t) = v(z, t;t) +/ vr(Z, t; s)ds 
0 


t 
= h(z,t) +/ kvzrz (7, t; s)ds, (22) 

0 
其 中 已 经 对 s = t 利用 了 (19) 的 IC. 和 (19) 的 D.E. 如 对 (22) 最 后 的 积分 
运用 Leibniz 法 则 , 则 由 (21) 得 w(x,t) = h(z,t) 十 kuzz(z,t)， 由 关于 vw(z,t; s) 
的 假设 , 得 知 (21) 中 的 u(x,t) 是 C2 的 (再 由 Leibniz 法 则 ). 有 关 唯 一 性 , 见习 
题 10. 口 
注 记 目前 我 们 只 知道 当 函 数 h(z,t) 具有 下 面 形式 时 如 何 去 求 解 问题 (20) 

(或 (14)) 


N 
h(z,t) = Ybn(t) sin 本. (23) 
n=0 
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另 一 方面 , 命题 1 中 的 函数 hz, 由 下 面 给 出 
h(z,t) = —(V(t) — (0)F — oe), (24) 


它 不 具有 (23) 形式 . 的 确 , (24)@ 只 在 a'(t) = V(t) = 0 时 ( 即 , 只 在 a(t) 和 b(t) 
为 常数 时 ) 才 在 z = 0 和 z = 工 处 为 零 . 因此 , 似乎 我 们 还 无 法 求解 问题 (1), 除 
非 c( 和 b(t) 是 常数 , 而 这 种 情形 已 经 在 第 3.3 节 中 考虑 过 . 即使 试图 把 (24) 
中 的 h(z,t) 用 它 的 “Fourier 正弦 级 数 " (包含 在 第 四 章 ) 来 表示 , 在 端点 处 的 困 
难 仍然 保留 的 . 然而 , 这 种 级 数 表 示 可 以 证 明 得 到 关于 0 < z < 工 , t > 0 物理 上 
的 修正 解 , 且 当 z 一 0+, z 一 L- 和 +t 一 0+ 时 ,对 于 适当 的 好 函数 a(t), b(t) 和 
f(z), 该 解 有 修正 极限 值 . 为 了 避免 无 穷 级 数 解 的 困难 , 人 为 设计 了 下 面 的 例子 . 
的 确 , 我 们 加 上 源 , 经 转化 成 相应 的 具 齐 次 B.C. 问题 后 抵消 了 (24). 在 第 四 章 ， 
将 考虑 未 经 人 为 设计 的 问题 的 形式 Fourier 级 数 解 . 口 


例 4 求解 问题 
DE. vw:— kuzz = t(sin(2r7)+27), Og<zr<1, t>0; 


B.C. w(0,t)=1, wl(l,t) = £2; (25) 
ILC. wv(z,0)= 1+sin(3xr7z)— Zz. 


解 满足 B.C. 的 一 个 简单 函数 是 w(z,t) = (#2 一 1)z+1， 则 w(z,t) = 
w(z,t) 十 v(z,t), 其 中 wv(z,t) 满足 下 面相 应 的 问题 


D.E. ve— kvzz = Ut — kuzz — (wi — kwzz) = tsin(2rz), Og<zr<1,t>0; 
B.C. wvw(0,t) = (0,t) — w(0,t) =0,v(1,t) = wv(1,t) —w(],t) = 0; 
LC. wv(z,0)= w(x,0)— w(z,0) = sin(3rz). 


现 记 wv = wi 十 wuz, 其 中 wi 和 ws 分 别 满足 


D.E. (wi): — k(wi)zz = 0; D.E. (wu2): — k(u2)zz = tsin(2r7) 
B.C. ui(0,t)=0, wl(l,t)=0; B.C. wz(0,t)=0, wz(l,t) = 0; 
LC. wil(z,0) = sin(3rz). LC. ?ua2(z,0) = 0. 


可 知 wi(z,t) = e-9r itsin(3rz) (参看 第 3.1 节 ). 函数 ws 可 由 Duhamel 原理 求 
外 原文 误 为 (23). 一 一 详 者 
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得 . 的 确 , uz(z,t) = /5(z,t 一 s;s)ds, 其 中 5 满足 下 面 问题 


DE. Ni—kirzr=0, Og<zg1,t>0; 
B.C. j(0,t;s)=0, ji(1,t;s) = 0; 
LC. v(7,0;s) = ssin(2rz). 


我 们 知道 5(z,t; s) = se-47 kt sin(2xz), 所 以 


t t 
u2(Z, t) =/ 3€—47 k(t—s) sin(2xz)ds = eh kt sin(27z) 人 se4r ksds 
0 0 


= (4n2k) ?2(4n2kt + eA"™ kt -1)sin(2rz). 
则 (25) 的 解 由 w(z,t) = w(z,) 十 1(z, 丰 十 uz(z,t) 给 出 . 口 


其 他 边界 条 件 的 Duhamel 原理 


Duhamel 原理 也 可 用 于 D.E. wt 一 kuzz = h(xz,t) 和 下 面 三 种 形式 的 齐 次 
B.C. 的 问题 


uz(0,t) = 0, u(0,t) = 0, uz(0,t) = 0, 
u(L,t) = 0; uz(L,t) = 0; uz(L,t) = 0. 


唯一 的 区 别 是 函数 5 (或 v) 满足 相应 的 B.C.. 则 Duhamel 原理 的 证 明 就 像 标 
准 情 形 那 样 进行 . 下 面 以 例子 来 阐述 这 些 B.C. 的 Duhamel 原理 . 


例 5 求解 问题 


D.E. wi—8uzz=costti+etsins, Og<zrgn,t>0; 
B.C. w(0,t)= sint, wz(7,t) = 0; (26) 
ILC. wu(z,0)=0. 


解 注意 到 w(z,t) = sint 满足 B.C.. 令 v(z,t) = wu(z,t) -- w(z,t), 得 相应 
的 问题 
DE. v— 8vzz = Ut — Buzz — (Wt — Bwzz) = e'sin$; 
B.C. wv(0,t)=0, vz(7,t) =0; (27) 
LC. wl(z,0)=0. 
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根据 Duhamel 原理 能 解 出 这 个 问题 . 自然 , 读者 不 要 把 这 里 的 v 与 定理 1 中 的 


v 相 混 消 . (27) 的 解 是 万 5(z,t 一 s;s)ds, 其 中 满足 问题 


D.E. %—8Vzr=0, Ogrg7,t>0; 
B.C. ij(0,t;s)=0, V(r,t;s) = 0; 


LC. v(x,0;s) = e’ sin 2: 
由 练习 3.3 中 的 习题 3, 得 知 5(z,t; s) = ese-?2tsin3. 则 


t t 
u(x,t) = w(z,t) 十 / d(x,t— s;s)ds = sint +e- ?tsin 3 / e3sds 
0 0 


1 代 
pe A 
sin + 3(e e )sin = 


例 6 求解 下 面具 绝热 端点 的 非 齐 次 问题 


D.E. w—uzrz 一 (2 十 1)cos(3z)，0 入 zz 所 T， t>0; 
B.C. wz(0,t)=0, auz(ri =0i 
IC.，wuf(z,0) = 0. 


解 ”既然 端点 是 绝热 的 , 运用 Duhamel 原理 , 得 
t 
上 = v(ZT,t — s; s)ds, 
u(x, t) | ae 5; Ss)ds 
其 中 了 满足 问题 


D.E. Wi—izr=0 Og<rg7,t>0; 
B.C. vr(0,t;s)=0, V(r,t;s) = 0; 
ILC. v(x,0;s)= (2s + 1)cos(37). 


容易 验证 5(z,t; s) = (2s + 1)e-stcos(3z), 因此 ， 


t t 
u(z,t) = / (2s + 1)e™ ®t-s) cos(3z)ds = e 一 对 cos(3z) 人 (2s 十 1)essds 


一 本 (18 十 7 一 7e-#) cos(3z). 


(28) 
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概要 3.4 


1. 依赖 时 间 的 B.C. 的 分 解 (命题 1): 问题 
DE. wu=kurz, Ox<zr<L,t>z0; 
B.C. w(0,t) = a(t), wl(L,t) = b(t); 
ILC. wu(z,0) = f(z) 


的 解 由 wu(z,t) = w(z,) 十 wi(z,t) 十 w2(z,t) 给 出 , 其 中 w(z,t) = (b(t) 一 a(t)) 双 十 
a(t), wi(Zz,t) 和 wu2(z,t) 分 别 为 下 面 问题 的 解 : 


(a) DE. (wi):—k(wi)zz =0; (b) D.E. (wo) — k(u2)zz = h(z,t); 


ui(0, t) = 0， B.C vu2(0, t) = 0， 
ul(L,t) = 0; (wl(L,t) =0; 
LC. wi(z,0)= g(z); I.C. w2(7,0) = 0, 


其 中 g(z) = f(z) — wt(z,0) 和 Rh(z,t) = —(5(t) — a'(t))¥ — a'(t). 
2. 定理 1 (Duhamel 原理 ): 假设 h(zx,t) 是 给 定 的 C2 函数 ,0<z<L,t> 
0. 假设 对 每 个 s > 0, 问题 
DE. vo—hkvzr=0, Og<z<L,t>s; 
B.C. w(0,t;s)=0, wvw(L,t;s)= 
LC. w(z,s;s) = h(x,s) 


有 C2 解 v(z,t;s), 其 中 v(z,t;s), ve(z,t;s) 和 vzz(z,t;s) 关于 s 也 是 连续 的 (与 
(z,t) 联合 ). 则 问题 

D.E. wv—kuzz = h(z,t), Og<zrg<L, t>0; 

B.C. wu(0,t)=0, wl(L,t)=0; 

LC. w(x,0)= 


的 唯一 解 由 wu(z,t) = 局 v(z,t;s)ds 给 出 . (可 以 是 其 他 类 型 的 齐 次 B.C..) 


练习 3.4 
1. (a) 求 下 面 问题 的 D.E. 和 B.C. 具 形 式 wp(z,t) = w(z) ( 即 , wp 是 稳 态 的 ) 的 特 解 
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DE. w—kuzz=h(r), Og<rgL, t>0; 
B.C. w(0,t)=a, wl(L,t)=b; 
I.C， w(z,0) = f(z). 
(b) 利用 (a) 的 结果 , 不 用 Duhamel 原理 求解 下 面 问题 
DE. wu.—2uzrz = sin(3z), Og<ze<n, t>0; 
B.C. w(0,t)=0, wl(7,t) = 0; 
I.C， w(z,0)=0. 
(c) 利用 Duhamel 原理 求 (b) 部 分 的 解 . 
2. 验证 如 果 5(z,t;s) 满足 (14), 则 wv(z,t; s) = 05(z,t 一 s; s) 满足 (12). 
3. 求解 


4t cost sin(27), Og<rg<n, t>0; 


DE. ut 一 trzr 一 e 
B.C. w(0,t)=0, wl(7,t) = 0; 


I.C. wl(z,0) = sin(3z). 


D.E. wv —urzr=tcosr, Og<rsgn, t>0; 
B.C. uz(0,t)=0, uz(7,t) = 0; 
ILC. w(x,0)=0. 


5.(a) 求 下面 问 题 的 D.E. 和 B.C. 的 特 解 w(z,) 


D.E. wv:—kuzzs =h(t), O0<r<L, t>0; 
B.C. uz(0,t)=a, wa(L,t)=b; (*) 
IC， wl(z,0)= f(z), 


其 中 h(t) 是 Cl 的 . 提示 “尝试 函数 w(z,t) = clz2 + caz + g(t). 
(b) 证 明 (*) 的 解 由 w= 包 十 v 给 出 , 其 中 w 由 (a) 部 分 给 出 , v 是 


D.E. vt 一 kvzz = 0, 0gszrz<gL, t>0; 
B.C. vz(0,t)=0, vz(L,t)=0; 
ILC. wv(z,0) = jz) — w(x,0) 


的 解 (如 果 存 在 ). 于 是 , 不 用 Duhamel 原理 可 求 得 (*). 
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6. 求解 
D.E. wu:— kuzz =cos(3t), Og<z<l1, t>0; 
B.C. uz(0,t)=—1, uz(l,t)=0; 
LC. ww(z,0) = cos(rz) 十 327? —Zz. 


提示 利用 习题 5. 


7. 求解 
Zet 2z 
D.E. Wt Ur = +t(2— +sinz), Ox<zr<, t>0; 
B.C. ww(0,t)=#, ur = et 
I.C. w(z,0) = = + sin(2z). 
8. 求解 
D.E. wu — duzrzs = et sin ( 3) 一 sint 0O<z<n, t>0; 
B.C. wu(0,t)= cost, uz(7,t)=0; 
I.C， w(z,0)=1. 
9. 求解 


D.E. ?tw 一 xzz 一 了 一 22 十 2t 十 e-4r tcos(2rz)， 0 过 z 筷 1，t>0i 
B.C. wl(0,t)=t, wz(1,t) = —t; 


ILC. w(xz,0)=0. 
10. 证 明 如 果 D.E. 换 为 wu 一 kuzzs = h(z,t) 的 话 , 唯一 性 定理 (参看 第 3.2 节 的 定理 1) 仍 
然 为 真 . 对 其 他 类 型 的 B.C. (如 wz(0,t) = a(t)) 唯一 性 定理 是 否 仍 成 立 ? 
11. 假设 (10) 的 D.E. 中 的 h(z,t) 变化 到 q(z,t). 通过 对 (14) 运用 最 大 值 最 小 值 原理 (并 
利用 (15)), 证 明 在 时 刻 t 对 解 的 改变 至 多 为 


t.max lh(z, s) 3 gq(z, s)|, 


其 中 最 大 是 在 矩形 0 < z < L, 0 < s < t 上 取 . 
12. 考虑 
D.E. wu=kuzz, Og<r<L, tz0; 
B.C. ww(0,t)= a(t), wu(L,t) = b(t); (*) 
LC. wl(z,0)= f(z), 
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其 中 a(t) 和 b(t) 是 多 项 式 , 设 为 


alt) = Ait: 和 b(t)= >, Bit:. 
i=0 i=0 

这 里 我 们 要 证 明 D.E. 和 B.C. 有 唯一 的 具 形式 up(2z,t) = Yo i(2)t* 的 特 解 , 其 中 
F(z) 是 次 数 不 超 过 2(n 一 i 十 1 的 多 项 式 . 这 表明 问题 (*) 能 转换 成 关于 v(x,t) = 
w(Z,t) 一 up(Z,t) 的 具 齐 次 D.E. 和 B.C. 的 问题 , 于 是 这 时 不 必用 到 Duhamel 原理 . 
(a) 把 wp(z,t) = "0 厂 (Z)t' 代入 wt = kuzz 然后 使 系数 相等 , 得 出 Fn (zx) = 
0, EF 1 = nFn(z),:, EkFY_ (7) = (nitl)Fn iti(T),.., kFo'(T) = Fi(7). 
(b) 证 明 B.C. . 隐 含 (7z) = (Bn 一 An) 邓 十 An， 更 一 般 地 , 证 明 玉 (z) 由 +1 和 
B.C. 唯一 确定 . 于 是 , 由 归纳 法 , up(z,t) = ?0 丽 (z) 坟 是 唯一 确定 的 .( 为 此 题 我 们 
感谢 Kenneth.) 


第 四 章 Fourier 级 数 和 Sturm- 
Liouville 理论 


在 第 三 章 我 们 发 现 只 要 初始 温度 能 表示 成 (在 实验 误差 之 内 ) 满足 边界 条 
件 的 正弦 或 余弦 函数 的 和 , 就 容易 获得 热 方程 初 边 值 问 题 的 解 . 第 三 章 中 的 问 
题 是 特别 设计 的 , 使 得 根据 三 角 恒 等 式 f(z) 能 写成 这 种 形式 . 在 本 章 我 们 要 学 
习 对 一 有 限 区 间 上 任意 “适当 好 的 ”函数 , 怎样 来 找 出 一 个 适当 形式 的 允 近 . 在 
第 五 和 第 六 章 我 们 发 现 Fourier 级 数理 论 还 应 用 于 波 方程 和 Laplace 方程 问题 . 


在 第 4.1 节 我 们 定义 一 个 函数 的 Fourier 级 数 , 并 提出 这 种 级 数 和 通常 向 量 
相应 于 一 个 正 交 基 分 解 成 分 量 之 间 的 相似 性 . 第 4.2 节 包 含 了 关于 Fourier 级 数 
各 种 收敛 性 的 叙述 和 证 明 . 考虑 到 实际 应 用 , 我 们 关注 在 有 限 项 处 截取 Fourier 
级 数 产生 的 误差 . 在 第 4.3 节 讨 论 了 不 同类 型 的 Fourier 级 数 (例如 , 余弦 级 数 和 
正弦 级 数 ). 这 些 级 数 用 来 求解 初始 条 件 不 是 在 第 三 章 出 现 的 特殊 情形 时 各 种 边 
界 条 件 热 方程 的 问题 . 在 第 4.4 节 介 绍 Fourier 级 数理 论 的 一 个 推广 , 即 Sturm- 
Liouville 理论 . 当 杆 中 的 热传导 材料 具有 可 变 热传导 率 , 密度 , 特定 的 热能 或 与 
温度 成 比例 的 热源 时 , 要 用 到 这 种 理论 . 该 理论 也 可 用 于 波 问题 , 或 更 一 般 地 , 它 
用 来 分 析 具 齐 次 边界 条 件 的 常 微 的 解 , 当 应 用 分 离 变 量 时 会 产生 这 些 常 微 . 
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84.1 正 交 性 和 Fourier 级 数 定义 


在 第 三 章 我 们 发 现 用 以 下 形式 的 函数 (取决 于 B.C. 的 类 型 ) 精确 地 表示 
(比如 在 实验 误差 之 内 ) 初始 温度 分 布 f(z), 0 < z < 工 是 重要 的 


N 
2 Sin 2 (1) 
>》 an cos 2 (2) 
f(z) ~ "RH 
》 cn sin[(n 十 去 ) 至 ] (3) 
n= 二 0 
N 
Dan cos[(n” 十 七 宇 ]. (4) 
n=0 


当 两 个 端点 保持 在 0 时 , 形式 (1) 是 合适 的 ; 当 两 个 端点 都 是 绝热 时 , 形式 (2) 
是 合适 的 ; 当 一 个 端点 绝热 而 另 一 个 端点 保持 为 0 时 , 形式 (3) 和 (4) 是 合适 
的 . 我 们 将 集中 对 (1) 和 (2) 进行 研究 , 通过 考虑 在 更 大 的 区 间 [LL 上 的 函 
数 , 这 两 种 形式 同时 处 理 起 来 是 很 方便 的 . 的 确 , 在 圆 形 金属 丝 上 的 热传导 的 情 
形 用 的 就 是 这 种 更 大 的 区 间 (参看 第 3.1 节 中 的 命题 2). 在 那 情 形 中 , 需要 用 郴 
数 sin 于 2 和 函数 cos 于 = 的 线性 组 合 来 通 近 初始 温度 . 我 们 第 一 个 目标 是 证 明 
sin 52 和 cos nr, n 二 1,2,3,…, 可 看 作 定义 在 [LK,ZL 上 的 无 穷 维 函 数 

空间 ” 上 的 正 交 向 量 . (1) 和 (2) 中 的 和 是 这 些 “向 量 ” 的 线性 组 合 . 当然 , 在 三 
维 空间 中 , 任意 向 量 是 三 个 正 交 向 量 的 线性 组 合 . 在 函数 空间 中 的 类 似 结果 要 求 
更 多 的 工作 和 准备 . 因此 , 我 们 将 研究 如 何 把 函数 f(z) 表示 成 这 种 线性 组 合 的 
问题 . 


首先 考虑 以 下 形式 有 限 和 的 三 角 多 项 式 


84.1 正 交 性 和 Fourier 级 数 定义 . 181 . 


其 中 a0,a1,… ,av 和 六,…… ,bw 是 实 常 数 . 随后 我 们 将 研究 无 穷 级 数 形式 


1 = NAL . NAT 
3 Woon 人 (5) 
1 NAT 
其 中 an 一 二 f(r)cos——dr, n=0,1,2,.…, 
Lj_r L 


Lf ,NAT 
bm = /fsin ed, N12 


级 数 (5) 称 为 f(z) 的 Fourier 级 数 , 它 是 以 杰出 的 法 国 数学 物理 学 家 Joseph 
Fourier(1768 一 1830) 命名 .在 19 世纪 早期 , Fourier 从 事 于 热传导 理论 , 并 且 
在 1822 年 发 表 了 他 的 巨著 《 La Thérie Analytigue de la Chaleur》, 在 该 巨著 
中 , 他 大 量 利 用 现在 冠 以 他 的 名 字 的 这 种 级 数 ， 实 际 上 Fourier 只 从 事 三 角 多 
项 式 , 历史 学 家 中 的 多 数 人 的 看 法 似乎 Fourier 对 Fourier 级 数 的 数学 理论 所 做 
的 贡献 几乎 没有 . 的 确 , 这 些 级 数 在 更 早 对 Lenhard Euler(1707 一 1783), Daniel 
Bernoulli(1700 一 1782), Joseph Lagrange (1736 一 1813) 和 其 他 学 者 是 熟知 的 . 


函数 空间 中 的 正 交 性 
设 f(z) 和 g(z) 是 定义 在 -L < x < 上 L 上 的 两 个 实 值 连续 函数 . 定义 六 和 
9 的 内 积 是 由 以 下 给 出 的 实数 (f,g) 


这 类 似 于 三 维 空间 的 “点 积 ”: 
如 果 a= aii+aaj+ask 和 b= bii+b2j 十 bak， 则 


3 
ab 一 ab 十 aobo 十 asb3a = >》 anbn. 


n=1 
由 于 两 个 函数 和 的 积分 等 于 积分 的 和 , 故 有 
(f,g+h) = (f,9) + (f,h). (7) 


'， 182 . 第 四 章 Fourier 级 数 和 Sturm-Liouville 理论 


还 有 , 对 任意 实数 c 有 (cf,g) = c(f,g), 以 及 显然 的 对 称 性 (f,g) = (9, f). 函数 
f 的 范 数 (或 长 度 ) 是 


L 1 
MI= VEGF 万 = (人 Pa (8) 


这 类 似 于 zyz 空间 中 的 向 量 a 的 长 度 |lall = Va-a. 两 个 函数 f 和 9 称 为 在 
[-L,Z] 上 正 交 , 如 果 (f,g) = 0. 


连续 函数 族 户 , fo, 户 .……, 称 为 是 [一 二, 刀 上 具有 范 数 平方 工 的 正 交 族 , 如 果 
对 任意 成 员 f,, 和 户 , 有 


0 如 果 m 关 nn 


也 如果 m=n. (9) 


(fn, fm) = | 


在 下 面 的 命题 1 中 , 利用 以 下 Green 积分 公式 的 一 个 推论 我 们 证 明了 函数 族 
sin 27z，7 一 1 2,3,… 是 具 范 数 平方 工 的 正 交 族 . Green 公式 在 后 面 小 节 的 计 
算 中 常会 用 到 . 


Green 公式 设 f(z) 和 g(z) 是 定义 在 [ae 四 上 的 C2 函数 . 则 


b b 
/ f”(z)g(z)dr — | f(z)g"(z)dr = [f(z)g(z) - f(z)g(z) (0) 


证 明 由 乘积 法 则 , 得 
全 [Ptz)g(a) — f(z)g'(z)] = f"(z)g(z) 十 F(z)g(z) 天 (z)g(z) — f(z)g9" (2), 
然后 两 边 从 a 到 b 积分 , 得 到 (10). 口 


推论 设 f(z) 和 9(z) 是 定义 在 [-L,L 上 的 C2 函数 , 并 假设 f(-L) = 
f(L),f’(—L) = f'(L), g(—L) = g(L) 和 g'(-L) =9(). 则 


(f",9) (f, 9 ) =0 或 (f",9) (f,g9"). (11) 
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证 明 回忆 定义 (6) 和 应 用 Green 公式 (10), 并 注意 到 ff 和 g 在 z= 土 L 
的 假设 , (10) 的 右边 为 零 . 口 


命题 1 函数 族 su(z) = sin 好 2 (n = 1,2,3,…) 是 在 区 间 [~-L, 工 上 具 范 数 


平方 工 正 交 的 . 


证 明 对 f(z) = sn(z) 和 g(z) = sm(z) 应 用 (11), 注意 到 s% = 一 (至 )>sn 
利 50 一 一 (2 亚 )2sm， 得 
0 = (sh, sm) — (sn 54) = (—(T)?sn, sm) — (sn 一 (2 )2sm) 


= (了 )?(m2 — n?)(sn, sm). (12) 


因此 , 如 果 m 关 n, 可 用 m? 一 n? 相 除 得 (su sn) = 0. 对 mm = n, 计算 得 
L L ] 2 
CT /sn 本 . A -ee 一 ]d 


一 元 . 口 


注意 到 同样 的 证 明 可 用 来 证 明 函 数 族 cn(z) = cos 对 2? (n= 1,2,3,…) 是 
在 区 间 [LZ 上 具 范 数 平方 工 正 交 的 . 而 且 与 (12) 相同 的 计算 , 以 cn 替换 
8m(an 保持 不 变 )， 得 到 (sn Cm) =0, nm. 同样 有 (sn, Cn) =0, 因为 


L 
(cn Sn) = 人 cos 全 sin dz 
= 1 2277 ”一 了 pe 2nnzl’ we 
BE L ~ 4dnr BAC 


因此 我 们 可 混 排 函数 族 s1, sa,: 和 c1,c2,… 得 到 [-L,L] 上 更 大 的 正 交 族 
sl cl s2,c2,…… 前 述 的 正弦 或 余弦 的 乘积 的 积分 通过 利用 第 3.1 节 的 三 角 恒 等 
式 (27), 不 用 Green 公式 也 能 计算 . 然而 , 利用 Green 公式 的 证 明 容 易 推广 到 某 
此 多 重 积分 , 而 三 角 恒 等 式 却 不 能 . 

例 1 证 明 常 值 函数 co(z) = cos 2 = 1 与 函数 族 si, cl, s?, cz 中 的 每 
个 成 员 都 正 交 . 然而 , 注意 到 co 不 具有 范 数 平方 L. 通过 以 适当 的 常数 乘 co 来 
补救 这 一 缺陷 . 
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解 注意 到 (co,sn) = je 1.sin zzdz = 0, 且 类 似 地 , (co, cn) = 0, n = 
1,2,3,…， 因 此, 在 [-L,L] 上, co 与 困 数 族 si,cl, sz,cz,… 的 每 个 成 员 正 交 . 
另外 , 对 任意 常数 六 有 (bco, bco) = b(co, co) = 如 /12dz = b?2L. 于 是 , 通过 
取 b = V1/2 使 得 局 = 1/2, 有 (V1/2co, V1/2co) = 工 注意 到 在 [-L,L] 上 
V1/2co 仍然 与 st cl s2,c2,… 正 交 , 因为 (V1/2co, sn) = V1/2(co, sn) = 0, 等 
等 . 口 

概括 前 面 的 分 析 , 我 们 有 


命题 2 下 面 的 函数 族 构成 了 区 间 [-- 五 刀 上 具 范 数 平方 工 的 正 交 族 : 


1 1 NAL NAT 
a T)= —、# 二 Sin 一 一 一 一 一 一 一 1 ) 1 
Van = VE, wa) = sin FE, cns) = cos TE, n= 1,2,3,.... (13) 


注 记 我 们 最 终 将 证 明 [-L, LK 上 不 存在 C1 函数 (除非 是 零 函 数 ), 它 与 
(13) 中 的 所 有 成 员 正 交 (参看 第 4.2 节 的 习题 11)， 因 此 ， 函 数 族 (13) 不 能 
再 扩大 . 这 表明 函数 族 (13) 可 能 充当 定义 在 [-L, Ll 上 的 无 穷 维 函数 “空间 ” 
的 一 个 正 交 向 量 的 基 . 在 zyz 空间 ， 有 一 熟悉 的 具 范 数 工 的 正 交 向 量 基 ， 即 
el = VLi, es = VLj, es = VLk. zyz 空间 中 的 任意 向 量 v 可 写成 e1, es 和 es 
的 一 个 线性 组 合 , 如 v = wel + v2ez + vaes, v1, v2 和 vs 为 某 些 数 . 我 们 可 用 v 
与 基 向 量 的 点 积 来 表示 这 些 数 . 例如 , 为 求 出 关于 vi 的 公式 , 计算 


1 
v'el = (vie1+v2e2+v3e3)-el = ulel'el = 一 well =wiL,， 所 以 = LV'e 


一 般 , vn = L-1v .en，(n = 1,2,3), 而 且 我 们 发 现 w 是 由 这 个 公式 唯一 确定 的 . 
下 面 的 结果 以 及 它 的 证 明 完 全 类 似 . 口 


定理 1 假设 f(z) 具有 以 下 形式 


N 
1 NAT . NANT 
f(x) = Fao 十 >》 ， an cos 一 一 十 bn sin 了 了 


2 L 


n=1 
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EE NNAT 1 
an = 2 / ,fos dr = Lhen), 


L 
=z/, f(z)sin FEdz = 5(f,sn), 元 2 
其 中 Sn(T) = sin > 2 和 cn(7) = 一 COS 272 . 


证 明 用 s。 和 cn 我 们 可 把 (14) 写成 以 下 形式 


N 
1 
f = 390 十 > Qncn 十 A (14’) 
n=1 


(14') 两 边 与 cm (m 固定, 1 < m < N) 取 内 积 , 得 


(f,cm) = (3 ao Cm) 十 > cny Cm) + 加 (sny Cm). (17) 


n=1 


由 正 交 性 (参看 命题 2, (17) 右边 除了 am (cm,cm) 所 有 项 为 零 ， 特 别 , 注意 到 
(a0,;cm) = 0, 因 cm 与 [-L,ZL 上 的 任意 常 值 函 数 正 交 ， 因 此 , (17) 简化 成 
(f,cm) = am(cm; cm) = an 并 , 于 是 ov = L-1(f,cm),，m = 1,2,3,:…. 因此 , 我 
们 得 公式 (16) 和 公式 (15), 除了 当 n = 0 时 ， 为 处 理 n = 0, 取 (14') 与 常 
值 郴 数 co(z) = 1 的 内 积 , 得 到 (f,co) = (iao,co) = aoL 或 ao = (Ff,co0) = 
二 三 f(z)dz. 品 


Fourier 级 数 一 一 定义 和 例子 


不 是 每 个 函数 f(z) 都 能 写成 (14) 的 形式 . (14) 的 右边 是 光滑 的 ( 即 C™)， 
但 许多 函数 的 图 像 有 跳 牙 点 或 角 点 . 我 们 会 遇 到 函数 f(z), 关于 它 的 积分 (15) 
和 (16) 有 无 穷 多 个 n 的 值 不 为 零 . 在 这 种 情形 ，f(z) 不 能 表示 为 像 (14) 的 有 
限 和 . 而 且 , 即使 N 趋 于 co, 和 (14) 可 能 不 收敛 到 f(z), 除非 做 某 些 附加 的 假 
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设 . 在 N = oo 的 情形 , 和 是 f(z) 在 [LL,L 上 的 Fourier 级 数 , 定义 如 下 : 


定义 (Fourier 级 数 ) 设 f(z) 定义 在 [一 五 , 刀 上, 使 得 积分 


和 


存在 且 有 限 . 则 [LK, Lj 上 f(z) 的 Fourier 级 数 是 表示 式 


oo 
FS f(z) = Fa 十 Dancos + bn sin ~. 
n=1 


系数 ao0, an, bn ( = 1,2,3,…) 称 为 f 的 Fourier 系数 . 


注 记 1 注意 到 没有 要 求 (20) 中 的 级 数 当 z 的 值 代入 时 是 事实 上 收敛 的 . 
的 确 , 在 1930 年 , Kolmogorov 给 出 一 个 (Lebesgue 可 积 ) 函数 , 它 的 Fourier 级 
数 对 所 有 的 z 是 发 散 的 . 而且 , 存在 [LL 上 的 连续 函数 f(z), 使 得 对 所 有 
的 有 理 数 z， FS f(z) 是 发 散 的 . 这 些 结果 的 综述 , 见 [Coppel]. 当然 , 总 可 改变 
f(z) 在 任意 有 限 点 的 值 产生 许多 不 同 的 新 函数 而 不 改变 (18) 和 (19) 的 积分 ， 
此 不 改变 Fourier 级 数 . 然而 , 如 果 FS f(z) 对 [一 五, 刀 中 的 所 有 z 是 收敛 的 , 则 
它 最 多 收敛 到 一 个 函数 . 因此 , 我 们 看 见 如 果 关 于 函数 没有 某 些 进一步 的 假设 
(例如 , 连续 性 ), 则 函数 不 是 由 Fourier 级 数 唯一 确定 的 . 口 

注 记 2 在 本 书 f(x) 的 Fourier 级 数 的 符号 FS f(z) 是 唯一 的 有 些 书籍 
未 能 明确 一 个 函数 和 该 消 数 的 Fourier 级 数 之 间 的 区 别 . 当然 , 对 “充分 好 的 ” 函 
数 人 们 和 希望 FS f(x) = f(z), 但 根据 注 记 1, 不 是 所 有 的 函数 都 是 这 样 . 所 用 的 
最 常见 的 符号 是 

了 不 


下 2 NAT 。 
f(z)~ 790 十 刀 COS 了 十 bn sin 本 


其 中 符号 “~” 意 为 “有 Fourier 级 数 ”. 我 们 没有 主张 废除 这 个 符号 . 然而 , 符号 
“~” 有 其 他 的 涵义 , 即 它 经 常 代表 “近似 (或 渐进 ) 相等 ”. 虽然 我 们 的 符号 不 是 
标准 的 , 但 它 至 少 是 不 含糊 的 , 而 且 是 方便 的 , 因 它 可 免 去 重 写 (20) 中 的 无 穷 级 
数 . 口 
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例 2 求 水 数 f(z) = xz, 一 L < zx < 的 Fourier 级 数 . 
解 n 之 1 i Fourier 系数 a,. 


L 
.NAT 
二 一 人 了 了 如 = 二 hl -一 sin 一 一 dr 
nA = L 


大: NAr 了 
a -zz 
对 n=0, 得 ao= 寺 /zdz = 3L-!1z2|, = 0. 因此 ,所 有 的 an (n=0,1,2,…) 
为 零 . 通过 注意 到 被 积 函 数 zcos 对 = 当 zx 以 -z 来 替换 时 改 为 负 值 ; 即 它们 是 
“ 奇 ” 函数 . 对 这 样 的 函数 从 一 志 到 | 0 的 积分 抵消 从 0 到 工 的 积分 , 我 们 也 能 得 
到 上 述 结果 . 对 bn, 有 


E 
ba 寺 人 了 二 二 cos -人 + + 去 三 COS dz 
L L nn 
re L .nnzr 2L n+l 
cos(mPT) 十 any sin — | = 全 1)”™, n=1,2,3,.…, 


因 cos(n7) = (1)7( 对 n= 0,1,2,:… i 于 是 , 我 们 得 


oo oo 
2L ，7W7xrT 2L 1 ,nnz 
FS f(z) 2 》 GU = 人 > 


2L.. nr 1 27 1 ，3m7 
a i i (21) 

注意 到 FS f(0) = 0 = f(0). 然而 , FS f(tL) = 0 关 土 L = f( 土 L), 所 以 FS f(x) 
在 z = 土 L 不 等 于 f(z)， 从 第 4.2 节 的 定理 3 我 们 将 看 到 FS f(z) = f(z) = 
z， 一 上 < x < L， 因此 ,对 z= ,有 罕 [1 -3+#3 一 …] = 到 或 等 价 地 
1 一 3 十 二 一 … 二 ,这 是 计算 的 一 个 可 靠 (但 低 效率 ) 的 方式 . 口 

在 (一己 , 工 ) 中 观察 Fourier 级 数 (21), 当 该 级 数 更 多 的 项 加 入 时 , 趋 于 也 数 
f(z) = z 的 方式 是 有 趣 的 . 令 SN(z) 表示 FS f(z) 的 前 N 项 之 和 . 在 下 面 的 
图 1 中 , 我 们 绘 出 51(z), 5S2(z) 和 53(z) 与 f(z) = xz 相 比 较 . 随 着 N 的 增加 ， 
通 近 变 得 更 好 (例如 见 图 2 中 的 510). 然而 , 和 逼 近 在 z = 土 L 处 是 不 佳 的 , 因 
SN( 土 L) = 0. 另外 , 注意 到 在 区 间 [一 五 刀 外 , Sw(z) 与 xz 相去 甚 远 , 因 SNw(z) 
是 周期 的 ( 即 , 对 所 有 的 z，Sw(z 十 2L) = Sv(z), 但 f(z) = xz 不 是 周期 的 . 第 
4.2 节 的 结果 意味 着 FS f(z)( 或 So(z)) 的 图 像 由 以 下 图 3 给 出 . 

如 果 f(z) 定义 在 [0,27 上 , 则 f(z) 的 Fourier 级 数 由 (20) 定义 , 只 要 (18) 
和 (19) 中 的 积分 区 间 [一 二, 刀 以 [0,27] 替换 . 可 定义 在 任意 正 长 度 闭 区 间 上 有 
定义 的 函数 的 Fourier 级 数 . 
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图 3 S-(z) 或 FS f(x) 的 图 像 


例 3 计算 定义 在 区 间 [0,2L] 上 函数 f(z) = z 的 Fourier 级 数 . 
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解 现在 Fourier 系数 的 积分 是 从 0 到 2L. 因此 , 得 ao = J" zdz = 2L, 
而 对 n = 1,2,3,…, 有 


1 /2 NNAT rT ,Nnrl2r 1 27 nnz 
an 一 一 Tcos 一 一 dz = 一 Sin 一 -一 Sin 一 一 dr 
ba 
Lo L Nn Lilo nn Jo L 


由 此 , 得 a,, = 0, n > 1. 计算 6b, 得 


b =}/ zsnmzd = -Eo | "+ cos Tar _2L 
ps LY nr Llo nr LY nr 
于 是 ， 
2L Cl. nnz 
= 了 工 - 一 外 -sin 二 一， 口 
FS f(z) = 工 一 二 nt 天 (22) 


注 记 例 2 和 例 3 表明 , 一 个 函数 的 Fourier 级 数 不 仅 与 函数 定义 的 区 间 
长 度 有 关 , 还 与 区 间 的 位 置 有 关 . 可 以 证 明 , (22) 的 部 分 和 的 图 像 可 通过 (21) 的 
部 分 和 的 图 像 [例如 , 从 图 1, 图 2 和 图 3) 向 上 移 工 个 单位 然后 向 右 移 工 个 单 
位 得 到 . 口 


例 4 令 f(z) = | 0 “2” f(z) 的 图 像 在 图 4 中 展示 . 


计算 FS f(z), 注意 工 = 
解 因 f(z)=0, -Tr 和 z 和 0, 故 有 (对 m>0) 


an = 2 f(z) cos(nz)dz = > { zeos(nz)dr 


= sl(-1)"—1), 


Eu 
= 一 Zsin(mz) 
nn 0 An2 


T 
1 
+ —s cos(nz) 
o0 An 


"_ 人 证 二 


人 交 —1 ™ 
b= ;/ Tsin(nz)dr = 一 Zcos( nz) 
TJo nn 0 nn 


Ne 
+ 一 7 sin(nz) 
0 Tn 


. 190 ， 第 四 章 Fourier 级 数 和 Sturm-Liouville 理论 
还 得 单独 计算 ao: ao = /7 zdz = 了. 因此 , jao = 以 及 
FS f(z) = 2 十 二 (六 5[( 一 1) — 1] cos(nz) + (— 1)"+1l 7 sin(nz)) 


2 
二 一 元 cosz 十 sinZ 十 0.cos(2z) 


下 2 上 上 : 
一 = Sin(27) 一 责 cos(3z) 十 了 sin(37) 十 …: 


2 
第 4.2 节 的 结果 隐 含 FS f(x) = flz), -x <z<7. 于 是 ,在 zx=0 处 ,得 
T 2 TI 是 72 
注 记 在 例 4 中 , 当 取 z = 土 + 时 FS f(zx) oa 并 得 
FS f(+7) = 4+2[1 +3- +5 22+…]=3, 但 f(-x)=0 和 f(x) = 


因此 , 如 同 在 例 2, 我 们 发 现 对 [一 五 刀 中 的 所 有 xz， FS f(z) 不 总 是 等 于 f(zx). 
然而 , 在 这 些 例 子 中 , 等 式 失 效 只 发 生 在 端点 士 二. 注意 到 cos 对 z= 和 sin 到 2 当 
z 由 一 工 变 到 工时 是 不 变 的 . 因此 , 对 任意 函数 f, FS j(- 工 ) = FS f(ZL), 所 以 ， 
除非 fj(- 工 ) = 了), 在 两 端点 我 们 不 可 能 会 有 FS f(z) = f(x). 的 确 , 在 相当 一 
般 的 情况 下 , 在 第 4.2 节 我 们 证 明 FS f(tL) = [f(L) + 帮 一 万 ]. 这 是 例 2 和 例 
4 的 情形 . 口 


Fourier 级 数 的 收敛 性 


在 对 函数 f(z) 的 不 同 的 假设 下 (例如 , 我 们 已 经 看 到 的 f(-L) = f(L) 是 
一 个 必要 条 件 ), 可 以 证 明 对 [一 王 , 刀 中 的 所 有 zx, FS f(z) 确实 收敛 到 f(z). 例 
如 , 在 第 4.2 节 将 证 明 以 下 结果 . 


定理 2 (与 第 4.2 节 的 定理 2 相同 ) 令 f(z) 是 区 间 [-L,L 上 的 C2 函数 ， 
满足 f(-Z) = f(L) 和 f'(-L) = f(L). 设 on 和 b, 是 f(z) 的 Fourier 系 
数 ( 参 看 (16) 和 (17)), 并 令 M = max_L<zzL1f"(z)|， 则 对 任意 N > 1 和 
[-L, 工 中 所 有 的 zx, 有 


4L2M 
A2N 


|f(z) 一 (io 十 De 十 bn sin < 


(23) 


84.1 正 交 性 和 Fourier 级 数 定义 . 191 . 


注 记 (1) 随 着 NN 变 大 , (23) 的 右边 趋 于 0, 这 意味 着 (23) 的 左边 括号 内 的 

和 当 V 趋 于 oo 时 收敛 到 f(x), 即 
f(r)= FS /0) = 300 + oneos + bnsin (24) 

(2) 实际 上 (23) 告诉 我 们 的 比 (24) 要 多 . 的 确 ,(23) 表明 , 为 了 在 一 确定 
的 误差 之 内 近似 f(z), 多 少 FS f(z) 的 项 是 足够 的 . 然而, (24) 本 身 没有 包含 
这 种 信息 . 述 注 意 到 (23) 的 右边 与 z 无 关 , 这 表明 通过 取 N 足够 大 , 能 确保 对 
[-L, 中 所 有 的 z 同时 误差 为 微小 . 

(3) 条 件 7j( -了 ) = f(L) 和 f'(-L) = f'(L) 让 大 家 想起 圆 形 金属 丝 热传导 
的 边界 条 件 (参看 第 3.1 节 的 例 3). 这 些 条 件 确保 如 果 通 过 zz = - 工 与 z= 工 
相连 把 区 间 [一 乙 , 刀 弯曲 成 圆 形 , 则 在 该 圆 形 上 的 函数 f(r) 的 图 像 是 连续 的 且 
在 等 同 的 结合 点 -志和 二 有 确切 的 切线 (或 导数 ). 为 什么 出 现 这 种 条 件 的 理由 
可 从 以 下 粗略 看 出 . FS f(z) 中 的 项 在 下 述 意 义 下 都 是 以 2 为 周期 的 
nn(z + 2L) 
FP-= 


NAL NAT 
= cos(—— + 2n7) = cos 一 一 


L 


COS 


和 
sin[ (E+ | = Sin 本 

因此 FS f(z 十 2L) = FS f(x), 所 以 FS f(z) 是 x 的 以 2L 为 周期 的 函数 , 假设 
FS f(x) 是 收敛 的 话 . 特别 , FS /(- = FS j(- 工 +25) = FS f(L), 正如 前 面 
我 们 已 注意 到 的 . 因此 , 又 一 次 见 到 , 为 使 在 x = 十 工 处 FS f(z) = f(z), 必须 
f(--L) = f(L). 而 且 , 如 果 FS f(z) 是 可 微 的 , 则 六 (- 站) = PC) 也 是 一 个 必 
要 条 件 . 注意 到 虽然 ftz) 只 在 区 间 [一 乙 , 了 上 指定 , 但 FS f(z) 对 所 有 的 < 有 
定义 , 只 要 它 是 收敛 的 . 有 时 定义 f(z) 的 公式 (例如 f(z) = z) 对 [-L,L5] 外 的 
Zz 值 仍 有 意义 , 但 在 [LL, 工 之 外 不 会 有 FS f(z) = f(z), 除非 f(x) 是 以 2 为 
周期 的 函数 . 注意 到 以 2L 为 周期 的 函数 对 应 于 周 长 为 2L 的 圆周 上 的 函数 . 因 
此 , Fourier 级 数 很 自然 用 来 表示 周期 函数 或 定义 在 圆周 上 的 函数 .如 我 们 将 看 
到 的 , 粗略 说 来 , 函数 f(z) (-L < z < 工 ) 当 转 换 到 圆周 上 (或 周期 延 拓 ) 时 显 
得 越 光 滑 , Fourier 级 数 收敛 到 f(z) 就 越 迅 速 . 口 

例 5 取 工 =1 和 jz)=z-z -1 入 z 世 1. 应 用 定理 2 估计 FS f(z) 在 
误差 0.01 之 内 逼近 f(z) 所 需 的 项 数 . 

解 首先 验证 f(z) 满足 定理 2 的 假设 .注意 到 f(-1) = f(1) = 0 和 
f(-1) = 了 (1)=2, 因 f(z) = 3z? 一 1; 同样 , /"(z) = 6z 是 连续 的 ( 即 f 是 C0? 
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的 ). 现 M = max_1<z<11f”(z)| = 6. 根据 定理 2, FS f(z) 在 第 NN 项 处 截取 , 与 
f(z) 的 误差 在 0.01 之 内 , 只 要 


2 . 24 
4 6<ool 或 N> 2 ~ 243.17. 
TN T 


因此 取 N = 244, 我 们 将 肯定 达到 期 望 的 精度 . 品 


借助 于 积分 近似 的 误差 估计 一 一 更 多 的 例子 


例 5 中 关于 N 的 估计 是 很 保守 的 , 现在 我 们 将 直接 证 明 5 项 就 足够 了 . 
Fourier 系数 an 为 零 , 因 f(z) = za 一 z 是 奇 的 ( 即 f(-z) = 一 f(z)), 而 在 下 面 
的 例 7, 我 们 算出 如 = (1)"5 壤 s. 因此 ,对 -1< zs 和 1 


FS f(z) = 二 DD" 二 sin(nnz) = zx3 ~ Z, (25) 
n= 二 1 


其 中 最 后 的 等 式 是 由 于 (24). 利用 (25) 以 及 事实 |(-1" sin(nrz)| < 1, 有 


12 
z3 一 了 一 >》 (-1D" 瑟 sin(nnz) 
Li el 从 
12 12 之 1 
= | 三 > (—1)"— sin(nnz) < >», 7 (26) 
n=N+1 n=N+1 
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(26) 中 最 后 的 和 与 图 5 中 阴影 的 矩形 的 面积 和 相同 ， 它 不 超过 曲线 下 的 面积 
NV 去 dz. 因此 , 由 (26) 得 
12 这 We bp | 6 
lzs -zr— 2 sin(mTZ)| < 73 人 z3dr = 3 

令 zr < 0.01, 得 N > 名 = 44. 于 是 N = 5 足够 . 实际 上 , 精确 的 数值 
表 表 明 N = 4 是 足够 的 , 而 且 N = 3 不 够 . 对 函数 Flz) = za 一 zx, 我 们 看 到 由 
定理 2 提供 的 N 比 需要 的 大 得 多 . 的 确 , 在 很 多 情形 , 如 同上 面 , 利用 算出 来 的 
Fourier 系数 基于 积分 比较 的 直接 估计 很 可 能 得 到 比 定理 2 中 的 (23) 的 结果 要 
好 . 然而 , (23) 仍然 是 有 价值 的 , 因 它 得 到 一 个 估计 , 即使 当 Fourier 系数 无 法 计 
算 (比如 , 由 于 积分 太 困 难 ). 另外 , 有 无 穷 多 满足 定理 2 假设 的 C2 函数 , 要 同 
时 对 待 它们 将 是 不 可 能 的 . 定理 2 同时 处 理 所 有 这 些 函 数 . 

例 6 计算 f(z) = zx, 一 L<z<L 的 Fourier 级 数 . 

解 用 定理 1 的 符号 , an = L-1(cn, 了) = 二/ x3 cos 时 zdz = 0, 因 被 积 函 
数 是 奇 的 ( 即 , 在 z 以 -z 替换 下 , 它 改变 为 它 的 负 值 ). 为 计算 b,, = L-1(s,, 了 )， 
我 们 要 分 部 积分 三 次 , 是 一 个 相当 不 愉快 的 折磨 . 然而 , 我 们 将 利用 Green 公式 
的 以 下 形式 (参看 (9)) 

(9 让 = [g(x)f(z) ~ g(z)f’'(z)Er + (9, 1"). (27) 
现 bn = L-i(sn, f), 为 应 用 (27), 用 SY 来 表示 sn( 即 Sm 二 一 ( 老 )?s). 因此 ， 
bn = 一 L7!( 才 )?(s%,23). 对 g(z) = sn(z) 和 f(z) = z3 应 用 (27), 得 
(s’, 73) = [sh(z)z3 — sn (7)322]|EL + (sn, 67) 
= Pon(o)s le + (sn6z) = (-1)"2L2nn — (2)? (sh, 62). 

再 把 (27) 应 用 到 (s*, 6z), 得 

(sn, 67) = [sh(Z)6z — sn(7)6]|ZzL + (sn, 0) = 到 cn(z)6z|2 = (—1)"12n7. 
因此 ， 

bn = 一 三 !( 卫 )2(e aa) 


_L ep 下 
(sma) = 二 55((-D"2L2nr (过)*(-1)"12nn) 


一 273 ”1273 L3 
nn n3n3 


n27n2 


= (-D"( 
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例 7 证 明 对 定义 在 [-1,1 上 的 f(z) = z3 一 x, 有 
FS f(x) = > CH sin(nrz). 


解 我 们 在 例 2 中 计算 了 FS z, 在 例 6 中 计算 了 FS z3. 在 这 些 例子 中 取 
工 =1, 有 FS f(z) = FS (z3 一 7Z) = FS x3 一 FS z, 最 后 的 等 式 由 (x3 一 ,sn) 一 
(z3, sn) 一 (z, sn) 得 到 . 换言之 , z3 - z 的 Fourier 级 数 可 由 从 FS zs3 减 去 FS z 
来 计算 : 


FS (z3 一 2) = 3 > 1)"(= 一 一 | sin(nnz) 一 2 DD" sin(nnz) 


n=1 


过 七 > "二 sin(nnz). 


或 者 , 利用 例 6 基于 Green 公式 (27) 的 方法 我 们 可 直接 来 计算 FS (zs 一 7z). 这 
比分 开 计 算 FS za 和 FS zx 容易 ! 自然 , 我 们 有 an = L-i(cn,z3 - z) = 0, 因 
z3 -2 是 奇 的 . 还 注意 到 


bn = (sma? —o) =—(L)(s, ss) (L=1), 


由 (27), 得 
(s!, x3 — £2) = [s‘(z Je — 7) 一 sn(z)(3z2 — 1)]|i1 + (sn, 67) 
=0= (=) (sn, 67) 
=—(L) (sz)ez — sn(z)ell: — (sn,0) 
= 二 cm(c)6z; = -1)". 
因此 ， 
-( 直 -站 ("= 切中， 


正 是 所 需要 的 . 口 
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概要 4.1 
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1. 正 交 性 : 定义 在 [-L,L 上 的 两 个 函数 f 和 9 的 内 积 由 (f,g) = 
[jlz)g(z)dz 定义 ， 且 f 的 范 数 为 [al = "WY (fj,f). 函数 族 fi, fo2, 1 是 


[~L, ZL] 上 具 范 数 平方 工 的 正 交 族 , 如 果 对 任意 成 员 和 和 f,,, 有 


0 如 果 mn, 


ttn = 人 如 果 m= nn. 


如 果 


cn(z) = cos —— 和 sn(z) = sin 一， 


则 孙 数 族 V1/2c0, Cl, $1, C2, $2,*** 构成 [-L, a 上 具 范 数 平方 的 正 交 族 (参看 命 


题 2). 


2. Green 公式 : 在 建立 正 交 性 中 一 个 关键 结果 是 Green 公式 ; 


b b 
/ f”(z)g(z)dzr — / f(z)g’(z)dz = [f(z)g(z) — f(z)g'(o))l. 


特别 , (g”, f) = [g'(z)f(z) -9g(z)P(z)jl2z + (9g,f"), 对 计算 Fourier 系数 是 很 有 


用 的 形式 (参看 例 6 和 例 7). 


3. Fourier 级 数 : 设 f(z) 是 定义 在 [-L,L 上 的 函数 , 使 得 


工 
m=7/ f(z) cos Tdz = L-1(f, en,), 二 0,1. 2 
Lj 了 


L 
m=z/ f(z)sin dz = L-1(f, sn), n = 
_L 


L 
存在 且 有 限 . 则 f 在 [一 己 , 刀 上 的 Fourier 级 数 是 表示 式 


Do 
FS f(z) = ja 十 Dan eos — + bnsin™ ， 
. ==1 


常数 ao,a 和 b(n = 1,2,3,…) 称 为 f 的 Fourier 系数 . 


(S1) 


(S2) 
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4. 由 Fourier 级 数 表示 函数 : 如果 f(z) 表示 成 一 个 三 角 多 项 式 , 比如 (对 
某 个 有 限 整数 N > 1) 


N 
1 
f(z) = =ao 十 2 an COS — + bn sin 


也 不 也 
2 》 


则 定理 1 表明 a,, 和 如 必 是 f(z) 的 Fourier 系数 (S1). 因此 , 这 样 的 函数 等 于 
它们 的 Fourier 级 数 ( 即 对 三 角 多 项 式 f, 有 FS f(z) = f(x)). 例 2 和 例 4 说 明 ， 
存在 对 [LL 中 的 某 个 x, FS f(z) f(z) 的 函数 . 还 存在 连续 函数 f(z), 使 
得 对 所 有 的 有 理 数 z， FS f(z) 是 发 散 的 . 然而 , 在 第 4.2 节 中 建立 的 一 些 结果 
确保 在 某 些 假设 下 FS f(z) = f(z). 这 些 结果 之 一 是 

定理 2 (与 第 4.2 节 的 定理 2 相同 ) 设 f(z) 是 区 间 [-L, 上 的 C2 陶 
数 , 使 得 f( 一 L) = f(Z) 和 1(-L) = (ZL). 令 an 和 如 是 f(z) 的 Fourier 系数 
(参看 (S1)), 并 令 M = max_L<zzL1f”(z)|. 则 对 任意 N > 1, 对 [- 研 ,中 所 有 
的 zx, 有 


4L2M 
nN 


2 I (34) 


N 
f(z) — (Sao +》 ancos™— +bnsin™—)| < 
n=1 
如 果 一 个 函数 的 Fourier 系数 能 计算 , 且 FS f(z) = f(z), 则 满足 在 一 给 定 
的 误差 之 内 通 近 f(z) 的 FS f(x) 的 项 数 估计 可 通过 应 用 积分 比较 (参看 图 5) 
获得 . 而 且 , 这 些 估计 典型 地 比 (S4) 精确 . 


注 记 ”Fourier 级 数 的 数学 研究 的 中 心 问题 是 : 在 什么 意义 下 和 在 什么 条 件 
下 FS f(z) 代表 f(x)? 在 某 些 收敛 的 概念 之 前 就 发 现 了 Fourier 级 数 . 事实 上 ， 
Fourier 级 数理 论 激发 了 各 种 收敛 模式 的 研究 (如 在 本 书 ), 也 激发 了 对 其 他 有 用 
的 数学 概念 和 结果 的 研究 . 在 许多 其 他 专家 之 中 , 有 Abel，Carleson，Dirichlet， 
Dini, Jordan, Fejér, Hardy, Kolmogorov, Lebesgue, Littlewood 和 Riemann 进行 
了 这 些 研究 . 例如 , Riemann 引 人 了 他 的 积分 提供 了 对 Fourier 系数 的 方便 的 表 
示 . 最 后 , 我 们 提 及 在 1966 年 Carleson[ 见 Acta Math.,116(1966), 135~157], 通 
过 证 明 : 如 果 f(z) 是 [-7,7] 上 任 一 连续 函数 , 则 FS f(z) 在 除了 可 用 可 数 个 总 
长 度 为 任意 小 的 区 间 覆 盖 的 点 集 之 外 是 处 处 收敛 的 (不必 收 敛 到 f(z)), 解决 了 
长 时 间 未 解决 的 公开 问题 (在 1913 年 由 Lusin 提出 的 猜测 ). 直到 1960 年 , 有 
关 这 个 有 用 且 深 奥 课题 进展 的 标准 参考 文献 是 [Zygmund]. 
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练习 4.1 


1. 


回忆 一 下 通过 利用 三 角 恒 等 式 (参看 第 3.1 节 的 (27)), 得 到 结果 cos? z = 3 cosz 十 
1cos(3z). 证 明 
| eos zcosrdr = 和 和 [ cos’ z cos(372)dz = 4. 


提示 “利用 命题 2 或 定理 1. 


. 不 计算 积分 求 以 下 函数 的 Fourier 级 数 . 


(a) f(z) = cos2(rz)sin2(rz)， -1 过 z 乏 1 
(b) (lz) = sinz[sin z 十 cosz]?， 一 T 过 zz 挟 T. 


提示 “利用 三 角 恒 等 式 和 定理 1, 定理 1 表明 对 这 些 函 数 , 有 FS f(x) = f(z). 


. 假设 f(z) = 六 ;an cos zs 和 g(z) = DN 1 Qn cos SE, an 和 am, n=1,2,..,N 


是 常数 . 证 明 人 fa) g(z)dz = 工人 anan- 


。 计算 以 下 定义 在 [一 乙 , 刀 上 函数 的 Fourier 级 数 . 


0O0<zrgL Og<zsg<L, 


(a) ra- 位 = rt) == {”, —L<zr<0 


令 f(z) =z2， -Lg<zgL. 
(a) 用 分 部 积分 计算 f(z) 的 Fourier 级 数 . 
(b) 用 Green 公式 , 如 在 例 6 中 所 进行 的 , 重新 计算 该 级 数 . 


. 由 假设 FS f(z) = f(z) = xz?, 一 L < zx < 工 (习题 5), 得 到 结果 


2 


LE 二 元 
l zta B+ -1 

和 (*) 
1 克 2 
1 十 五 十 亚 十 五 二 一 T. 

由 这 些 结果 得 出 

这 
32 52 72 8 

和 | (x**) 
1 1 1 1 Tr2 
+ttt = 


提示 对 (*), 考虑 z = 0 和 zz 三 了 对 (**),(*) 中 的 结果 相 加 和 相 减 . 
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7. 计算 Fourier 级 数 : 
(a) jf(z) 一 ez， 一 和 所 了 所 丰 (b) f(z)}=e”, Ogz& 2r. 


提示 对 (a), 注意 到 
(1 + n°)(f,cn) = (f",cn) — (fcn) = [f(z)en(z) — f(z)cn(z)lE = 


对 (f,sn) 类 似 , 其 中 sn(z) = sin(nz) 和 cn(z) = cos(nz). 对 (b) 像 (a) 一 样 利用 
Green 公式 , 但 是 在 [0,2r] 上 . 


一 T 和 ZIZ<0 


8. 计算 函数 f(x) = 的 FS f(zx). 


nr, OQ<zr<”n 
9. 令 f(z)=(722—-1)’, -lg<zgl. 
(a) 利用 Green 公式 (如 在 例 7) 相对 容易 计算 FS f(zx). 
(b) 验证 f(z) 满足 定理 2 的 假设 .根据 定理 2, 为 在 0.001 的 误差 之 内 通 近 f(z)， 
FS f(z) 的 多 少 项 数 是 足够 的 ? 
(c) 利用 例 5 后 面 评 注 中 的 方法 显著 地 改进 (b) 中 的 估计 . 
(qd) 由 假设 FS f(z) = f(x)( 由 定理 2 得 到 ) 证 明 


84.2 Fourier 级 数 收敛 定理 


回忆 一 下 为 解 热 方程 初 边 值 问题 , 我 们 试图 用 正弦 范 数 和 余弦 晒 数 的 适当 
形式 的 线性 组 合 来 允 近 初始 温度 函数 . 如 果 一 个 函数 的 Fourier 级 数 收敛 到 该 
滑 数 , 则 通过 考虑 该 Fourier 级 数 足 够 的 项 数 可 达到 期 望 的 允 近 . 我 们 叙述 了 一 
个 收敛 性 结果 (第 4.1 节 的 定理 2), 它 对 满足 f(-Z) = f(L) 和 f'(-L) = f'(L) 
的 C? 函数 f(z)(-L < xz < 工 ) 有 效 . 在 本 节 , 我 们 证 明 这 个 结果 以 及 其 他 可 用 
于 更 一 般 函 数 的 收敛 定理 . 概略 说 来 , 这 更 广 的 类 是 由 [LL 上 除了 有 限 多 个 
点 它们 的 图 像 有 跳 妈 或 有 和 角 点 的 C1( 即 分 段 C1 的 ) 函数 组 成 .虽然 几乎 所 有 
打算 利用 Fourier 级 数 的 读者 能 清楚 地 理解 这 些 收 敛 定理 的 氢 述 , 但 它们 的 证 明 
(以 及 预备 性 结果 的 证 明 ) 在 应 用 中 未 必 是 非常 实用 . 然而 , 在 这 些 证 明 中 提供 
了 足够 的 细节 , 使 得 这 些 证 明 可 被 有 兴趣 的 读者 理解 . 


周期 函数 
在 证 明 收 敛 定理 之 前 , 我 们 需要 建立 一 些 预备 性 结果 . 先 从 有 关 周 期 函数 和 
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周期 延 折 的 一 些 事实 开始 . 


定义 对 所 有 z 有 定义 的 函数 g(z) 称 为 (周期 为 2L 的 ) 周期 函数 , 如 果 对 


所 有 的 rz, 有 g(x +2L) = 9(z). 


这 意味 着 如 果 g(z) 的 图 像 向 左 或 向 右 移 动 2L( 或 2L 的 倍数 ) 的 距离 , 则 
图 像 正 好 落 在 自身 上 面 . 函数 sin (到 z) 和 cos ( 邓 x) 是 周期 为 2L 的 周期 函数 . 
的 确 , sin (2 一 sin(272 十 2n7) = sin (对 =), cos (到 2) 类 似 . 由 于 周期 为 
27 的 周期 函数 的 有 限 线 性 组 合 仍然 是 周期 函数 , 故 知 以 下 形式 的 函数 


SN -ot Dam th sin 
(例如 , Fourier 级 数 的 部 分 和 ) 也 是 周期 为 2L 的 周期 函数 . 一 个 函数 是 周期 的 
不 必 是 连续 的 . 例如 , 图 像 在 图 1 中 描绘 的 函数 是 以 25 为 周期 的 .( 空 心 圆 意味 
着 它们 “ 围 的 ” 这 些 点 是 去 除 的 , 在 z- 轴 上 的 实心 点 是 包含 在 该 图 像 上 的 .) 


图 1 


这 实际 上 是 FS f(z) 的 图 像 , 其 中 f(z) = z(-L < zx < 工 ), 正如 我 们 在 第 4.1 
节 中 叙述 的 , 且 最 终 将 证 明 (参看 定理 3). FS f(z) 的 部 分 和 Sw(z)(N = 1,2,3 
和 10) 的 图 像 在 第 4.1 节 中 的 图 1 和 图 2 中 绘 出 . 注意 到 这 些 部 分 和 是 光滑 的 
( 即 , C~%), 因 它 们 是 光滑 函数 的 有 限 和 . 无 穷 和 FS f(z) 甚至 不 是 连续 的 , 尽管 
它 仍 是 周期 的 . 


定义 设 f(z) 是 定义 在 闭 区 间 [-L, ZL 上 的 函数 , 使 得 f(-L) = f(L).， 则 
f(z) 的 周期 延 拓 是 唯一 的 周期 为 2L 的 周期 函数 f(z), 使 得 f(z) = f(z)， 


—-L<r<L. 
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注 记 为 使 周期 延 拓 存在 , 必须 有 (一 ) = 7(Z). 因此 , 注意 到 对 -LL< zx < 
二 有 定义 的 函数 f(z) = z 没有 周期 延 拓 . 为 弥补 这 种 情况 , 可 在 端点 z = 土 L 
重新 定义 为 以 下 极限 (假设 存在 ) 的 平均 值 


f(17)=limf(e) 和 f(-Lt+)s lm f(z), 


它们 是 由 当 z 从 [一 互 , 刀 内 趋 于 端点 时 取 f(z) 的 单 边 极限 获得 的 . 这 样 做 的 理 
由 是 : 如 果 [- 研 ,了 上 一 “分 段 C1” 函 数 f(z), 在 端点 z = 土 L 以 这 种 方式 做 调 
整 , 旦 也 对 (五 ,也 ) 内 的 跳跃 点 求 平均 值 , 则 FS f(z) 收敛 到 该 经 调整 过 的 函数 
的 周期 延 拓 . 该 结果 的 精确 叙述 见 定 理 3. 口 


命题 1 如 果 9(z) 是 周期 为 2L 的 周期 晒 数 , 则 g(z) 在 一 长 度 为 2L 的 区 间 
上 的 积分 (如 果 存 在 的 话 ) 等 于 任意 其 他 长 度 为 2L 的 区 间 上 的 积分 . 换言之 ， 
对 任意 实数 c 有 


人 Be oo)ar= 人 g(z)dz (1) 


L+ 


证 明 因 积 分 区 间 [L,L+d 是 由 [-L, 一 L++c| 往 右 移动 2L 得 到 , 且 g(z) 
是 以 2L 为 周期 的 周期 函数 , 故 有 


—L+c L+ic 
/ glz)dz = J g(z)dz. (2) 
-LL L 


站 a 下 go)de +/ , soar+ 上 ee 


—L+c L 
但 由 (2) 右边 的 第 一 项 积分 和 第 三 项 积分 相抵 消 . 口 
例 1 计算 2" sin5 zcosloo zdz. 
解 被 积 函数 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 因此 , 根据 命题 1, 该 积分 等 于 


nT 
J sin5 z cos! zdz. 
-7 


被 积 函 数 是 奇 的 ( 即 , 通过 以 -z 替换 z, 它 改变 为 它 的 负 值 ). 因此 , 从 -+ 到 0 
的 积分 抵消 从 0 到 的 积分 , 由 此 得 值 为 0. 口 
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Bessel 不 等 式 和 Riemann-Lebesgue 引 理 

空间 向 量 的 长 度 的 平方 等 于 它 的 分 量 平方 之 和 . 对 定义 在 [-L,L 上 具有 限 
范 数 平方 lj = /f(z)?dz 的 任意 函数 f(z), 我 们 期 望 一 个 类 似 的 结果 , 但 
时 下 我 们 只 证 明 一 个 不 等 式 . 我 们 还 将 用 它 来 证 明 具 有 限 范 数 的 函数 的 Fourier 
系数 on 和 6b, 当 n 一 oo 时 趋 于 0. 在 证 明 Fourier 级 数 收敛 性 结果 中 将 用 到 该 
事实 . 


Bessel 不 等 式 令 f(z) 定义 在 [_L,L] 上 , 并 设 /f(z)?dz 存在 且 有 限 . 
假设 Fourier 系数 


L L 
e z /feo Fea 和 如 = z/, f(z)sin 一 dr (3) 


存在 , 使 得 FS f(z) = #ao + 并 和 ancos 对 ?十 bn sin 于 2 形式 上 有 定义 ( 即 ， 
它 可 能 不 收敛 ). 则 我 们 有 Bessel 不 等 式 : 


=a3 十 Sa +b2) < J 人 f(z)?dz. (4) 


证 明 令 Sw(z) = #a0 + 并 an cos Ee + bn sin ME zz 表示 FS jz) 的 N 
项 部 分 和 . 则 


“ L L L 
0< ftw) -sw(aar = /sa-2f jz)Sw(z)dz+ 人 [sw(mjjPar 
(5) 

通过 计算 (5) 中 后 两 个 积分 来 证 明 由 (5) 得 出 (4): 


N 
人 f(z)SN(z)dr = 人 f(z)[3o0 十 2 an cs 一 + bn sin ldz 
-3%f f( T)dr+ > 号 f(z) pa dr 让 A f(z) € 2mzd 


PR Se 也 .an 十 加: 大. 加) 一 Z(5a 十 5 + 忆 )). 

= n=1 
其 次 , 在 上 述 计 算 中 以 Sw(z) 替换 f(z). 则 三 角 和 多 项 式 Sw(z) 的 前 N 项 Fourier 
系数 与 f(z) 的 相同 (参看 第 4.1 节 的 定理 1). 因此 , 我 们 得 到 与 上 述 相 同 的 结 


2 
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[svar = L(+ D(a + 的 )) 
n=1 
则 不 等 式 (5) 成 为 


2 1 2 > 2 2 
0< 三 f(z)*dz — Z(5o0 十 2 十 如 )) 


+ > +b2) < zf/ f(z)2dz. 


由 十 N 可 取 任 意 大 , 则 已 证 明了 (4)( 为 什么 ?). 口 
注 记 我 们 可 把 Bessel 不 等 式 (4) 重 写 成 以 下 形式 


N 
Ba (200) + Den)? + (fsn)?) < (8,7), (6) 


其 中 cn(z) = cos 2，sn(z) = sin 只 ,上 且 用 了 第 4.1 节 的 内 积 符号 . 用 工 相 乘 
并 重 写 第 一 项 ,(6) 成 为 


((f, ,Vi co) 2 十 > (f,cn)? 上 (f, sn)2) <( (f, 7) = ||fll>. (7) 

言 之 , 我们 有 相对 于 第 4.1 节 中 命题 2 的 正 交 族 V3co, cu sn(n = 1,2,3,…), / 

长 度 的 平方 与 了 的 分 量 的 平方 和 之 间 的 关系 . 事实 上 , 证 明 (4) 和 (7) 中 的 “<” 

可 用 “=” 替 换 是 可 能 的 (但 更 困难 ). 则 我 们 得 到 所 谓 的 Parseval 等 式 , 它 本 质 

上 是 “函数 空间 ”中 的 Pythagorean 定理 的 无 穷 维 形式 . 口 
例 2 对 f(z) = z(- 工 < 和 zs 和 并 ) 应 用 Bessel 不 等 式 证 明 


2 
不 
< 襄 . (8) 


[Ms 
,| 


n==1 


解 在 第 4.1 节 的 例 2 中 已 计算 了 FS f(z), 得 


be jj > Dr 二 sin 2, 
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( 即 os =0, 交 >0 和 如 =(-1?+l 引 ,mn > 了 T). 则 由 Bessel 不 等 式 , 得 


然后 以 下 相 乘 , 得 (8)，Parseval 等 式 (尚未 证 明 ) 隐 含 实际 上 >| 去 = 
| 汪 


6 

Bessel 不 等 式 (4) 告诉 我 们 , 如 果 | 有 是 有 限 的 话 , 和 #a8 十 D1 (a2 十 忆 ) 
收敛 到 某 个 有 限 值 . 这 意味 着 a 和 如 当 一 co 时 必 都 趋 于 零 , 不 然 的 话 级 数 
的 无 穷 多 项 将 大 于 某 个 正 数 , 且 和 数 将 是 无 穷 的 . 于 是 以 下 的 结果 是 Bessel 不 
等 式 的 一 个 推论 , 它 在 证 明 Fourier 级 数 的 收敛 定理 中 是 关键 的 : 


Riemann-Lebesgue 引 理 令 f(z) 定义 在 [- 工 ,也 上. 假设 J f(r)?dzr < 
oo 以 及 f(z) 的 Fourier 系数 存在 . 则 f(z) 的 Fourier 系数 当 n 一 co 时 趋 于 
零 , 即 

| NAT 

lim 2 .0 ee =0 


n=o0L 


和 


nn-—00 


。 1, f2 . NAZT 
lim 2 | ,fsin d=0. 


注 记 虽然 下 面 的 考虑 不 能 代替 基于 Bessel 不 等 式 的 Riemann-Lebesgue 
引 理 的 证 明 , 但 它们 有 助 于 读者 增进 对 为 什么 我 们 期 望 极限 (9) 成 立 的 理解 . 如 
果 用 sin =[ 或 cos 难 *] 乘 f(z), 则 得 到 一 个 图 像 在 f(z) 和 一 f(z) 之 间 振 荡 的 
新 函数 , 如 在 图 2 中 所 示 (其 中 n= 6). 


当 n 一 oo 时 , 会 认为 z- 轴 上 方 的 阴影 面积 几乎 抵消 z- 轴 下 方 的 阴影 面积 . 
换言之 , 直观 上 认为 (9) 中 极限 是 零 . 口 


估计 一 个 好 函数 的 Fourier 系数 趋 于 零 的 速率 通常 是 有 用 的 ， 下面 的 命题 


“ 204 . 第 四 章 Fourier 级 数 和 Sturm-Liouville 理论 


图 2 
在 这 方面 提供 了 一 个 样本 结果 . 它 可 由 直接 利用 Green 公式 来 证 明 . 


命题 2 人 卫 , 卫 上 的 C2 函数 , 满足 f(-L) = f(L) 和 
f'(-L)= f(Z). 令 MM 是 |f”(z)| 在-L<z<L 上 的 最 大 值 . 则 对 所 有 的 


nn 之 1， 
1 三 NA 2L2M 
|an| 三 |= fa T)cos dr| < < na 


和 


! 
[bn = 上 二 广 flz)sm dz| < Ce 


证 明 利用 Green 公式 (参看 第 4.1 节 的 例 6) 得 到 , 对 n> 1, 有 
Zl) = -FZ (SE) = (fe)en(e) = fo)eh (oes + (f", en) 


a 了 (z) cos do, (11) 


其 中 由 假设 f(-L) = f(ZL) 和 f(-L) = f(L)， 端 点 值 相抵 消 ， 由 
|f" (zx) cos | <M, 故 得 


2L2M 
lan| < 本 zz/ Mdz = 4 


正如 所 期 望 的 . 对 | 如 |, 在 上 述 的 论证 中 只 要 用 sn 替代 cn 即 可 . 口 


§4.2 Fourier 级 数 收敛 定理 . 205 . 


注 记 注意 到 关于 f(x) 的 假设 告诉 我 们 , 如 果 区 间 [LK, 5] 弯曲 成 圆 , 使 得 
- 工 和 工 相等 , 则 f(z) 将 是 定义 在 该 圆周 上 的 C? 函数 , 可 能 除了 在 点 + 之 
外 , 由 假设 F(-Z) = f(L) 和 f(-L) = (LZ) 得 , 在 其 上 郑 数 仍然 至 少 是 C1 的 . 
一 般 说 来 , f(z) 在 圆周 上 越 光滑 , 当 n 一 ce 时 Fourier 系数 趋 于 零 就 越 迅 速 . 例 
如 , 如 果 f(z) 是 C4 的 , 且 F(- 姜 ) = f(D), f(-L)= (ZL), 7"(-L) = 六 (Z) 和 
f3)( 一 工 ) = (TD), 则 两 次 应 用 Green 公式 得 


L L3 
一 一 一 一 《7 一 一 (4) 
Qn n272 (f 》 cn) n4 4 (f 本 cn)， 


我 们 将 有 |an| < ( 病 z) max_rzszszlfG(z) 对 bn 有 相同 的 结果 . 更 一 般 地 , 如 
果 f(z) 是 C2, 上 且 f 和 它 的 2k 一 1 导数 在 zx = 土 L 处 相等 , 则 六 的 Fourier 系数 
至 少 以 (常数 ) .mw-2# 衰减 . 还 注意 到 估计 (10) 通过 利用 Riemann-Lebesgue 引 
理 能 被 加 强 成 如 下 . 先 把 (10) 中 的 估计 写成 wzla| < 272M/r2, 这 表明 , mn2lan| 
以 一 常数 为 上 界 . 事实 上 当 冰 一 co 时 ma 一 0, 因由 (11) 和 把 (9) 用 于 /P"(z)， 


n2an 一 到 广 f’ (2) cos de — 0. 
(类 似 地 ，n?b,， 一 0.) ” 的确， 把 Bessel 不 等 式 用 于 f(z) 得 到 更 强 的 结果 
Drin ai + 2) < oo. 品 
关于 收敛 性 证 明 的 一 些 技术 性 准备 
我 们 将 需要 下 面 用 于 收敛 定理 证 明 的 公式 . 
命题 3 对 任意 使 得 sin(b/2) 地 0 的 实数 9, 有 


sin([ni + #]0) 


2sin(8/2) RN 


; 二 cos(0) + cos(20) 二 +… 十 cos(n0) = 


证 明 (12) 的 左边 以 2sin(30) 相 乘 , 得 
sin(30) + 2sin(30) cos0 十 2 sin(30) cos(20) 十 … 十 2sin(30) cos(ng). (13) 


我 们 要 证 明 它 等 于 sin([n+3]0). 利用 恒等式 2 sinacospB = sin(B+a)—sin(8—a), 
有 2sin(#0) cos(kb) = sin([k 十 9) 一 sin(|k - 3]9). 把 这 个 结果 用 于 (13) 中 的 每 
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项 , 得 
sin(30) +Ein(2g) sin(20)] + in(2g) sin(30)] Ps 
+ sin(In + 3]0) — sin(In — 3]0)] 人 310), 
注意 到 所 有 的 项 都 抵消 , 除了 sin([n + 9). 口 


注 记 虽然 证 明了 (12), 但 不 清楚 最 先 如 何 得 到 公式 (12). 一 种 推导 是 基于 
把 (12) 的 左边 看 作 是 复 几 何 级 数 3 + jx_1e** 的 实 部 . 该 级 数 在 去 掉 实 部 之 
前 可 求 和 和 简化 , 它 的 实 部 结果 是 (12) 的 右边 (参看 第 7.1 节 的 习题 2). 注意 
到 当 用 sin(39) 去 乘 (12) 的 左边 时 , 产生 一 个 “分 解 ” 和 “压缩 ”的 和 或 许 是 更 
简单 的 . 口 


定义 (n 次 Dirichlet 核 ) 对 任意 整数 n > 0, 定义 


1 TFT 277 
Dn(z) = 二 cos 本 +cos™ +.**+o 


函数 D(z) 称 为 n 次 Dirichlet 核 . 


了 AZ 
D(z) = fT Snoz #0, (14’) 


从 (14) 我 们 看 到 , D,,(z) 是 周期 为 2L 的 周期 函数 , 因 它 是 周期 为 2L 的 周期 函 
数 的 和 . 因此 , 如 果 对 一 L < z < 工 绘 出 D(z) 的 图 像 , 则 就 知道 对 所 有 z 的 图 
像 . 对 n=3 和 工 = 3.5, D(z)(-L < xz < 工 ) 的 图 像 在 图 3(a) 中 所 示 . 一 般 ， 
Dn(0) = n 二 3, 且 随 着 n 的 增加 , 在 = = 0 处 的 峰 点 比较 小 的 两 侧 波状 部 分 显 
得 更 陡峭 , 图 3(b) 绘 出 了 ”= 10 的 情形 . 

如 果 我 们 以 Dn (zx) 去 乘 一 个 适当 好 的 函数 h(z), 则 对 大 的 mw Dn(z)h(z) 的 
图 像 在 z = 0 附近 与 h(z) 原来 的 图 像 比较 要 相对 陡峭 . 因此 , 如 果 从 一 工 到 工 
对 Dn(z)h(z) 积分 (如 在 下 面 的 (15)), 则 我 们 期 望 当 n 一 co 时 该 积分 的 极限 
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图 3 


将 只 依赖 于 h(z) 在 x = 0 附近 的 值 . 下 面 的 结果 把 这 个 期 望 严格 化 了 . 我 们 将 
看 到 该 结果 是 为 什么 一 个 “好 ”函数 的 Fourier 级 数 收敛 到 该 函数 的 主要 理由 ， 
有 些 读者 可 能 意识 到 事实 : 等 式 (15) 本 质 上 表明 , 当 m” 一 co 时 , L-1D,(z) 趋 
于 Dirac 函数 5(z)( 人 参看 第 7.5 节 关于 6(z) 的 讨论 ). 


命题 4 设 h(z) 是 -Lg<z<gL 的 01 函数 . 则 


三 Da(z)h(z)dr = h(O0), 


其 中 Dn(z) 是 n 次 Dirichlet 核 (14). 


证 明 需要 证 明 关 
2/ D(z)h(z)dz — A(O) (16) 


当 n 一 co 时 趋 于 零 . 我 们 将 利用 Riemann-Lebesgue 引 理 来 证 明 , 但 先 需 要 把 
(16) 中 的 这 些 项 并 入 一 个 积分 . 注意 到 
2 Dn(z)jdz = 2/ [3 +cos 加 +…+eoe 一 二 三 i 
es 2 a 
因 所 有 的 余弦 积分 等 于 零 . 用 常数 h(0) 相 乘 , 得 


L 
/ , MO) Dn(z)dr = h(0). (17) 
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利用 (17) 可 把 差 (16) 重 写成 如 下 : 
1 L 1 L 1 L 
了 人 ,Da(z)Mzjdz ~ h(0) 一 天 人 Me -F / ,Dn(s)h(0)de 
=z/ ,Dnalhls) ~ hola. (18) 


为 对 最 后 的 积分 应 用 Riemann-Lebesgue 引 理 , 我 们 用 cos 邓 z 和 sin 到 = 来 表 


示 Dn(z): 
sin([n 十 站 琴 ) sin 命 cos 到 2 二 cos 全 sin 3 
A 一 人 人 全 2 sin 3 
25 27 
1 TXT 1 TT ,NNT 
COS -一 一 十 二 cot sin 


2 LD “9 op 
因此 , (18) 中 的 最 后 积分 可 写成 以 下 积分 的 和 


zf/ 3lh(z)—h(O)] cos Par+ 7 / cot DF [h(z) —h(O)]} sin Edz. (19) 


二 pm(z) 一 h(0)] 是 [一 已 如 中 连续 的 (事实 上 是 C1 的 ), 所 以 它 满足 Riemann- 
Lebesgue 引 理 的 假设 . 因此 (19) 中 的 第 一 个 积分 当 n 一 oo 时 趋 于 零 . (19) 中 
的 第 二 个 积分 稍微 有 点 问题 , 因 cot(xz/2L) 在 z=0 处 是 无 穷 大 ， 因而 在 大 括 
号 内 的 函数 在 z = 0 附近 必须 分 析 得 更 严密 . 利用 L"Hospital 法 则 来 计算 该 函 
数 在 z 一 0 的 极限 

h(xz) — h(0) , h’(z) 


lim 一 一 一 一 一 一 = lim 
or xT ss 2 TZ . 工 
Z 一 0 2tan 于 z 一 0 Sec ”27 天 


其 中 已 经 利用 了 h(z) 是 C1 的 事实 . 因此 , (19) 大 括号 中 的 函数 在 z = 0 附近 是 
好 函数 , 且 Riemann-Lebesgue 引 理 也 可 用 于 (19) 中 第 二 个 积分 . 于 是 , (16)( 它 
与 (19) 相同 ) 当 ”一 co 时 趋 于 0. 口 


第 一 个 收敛 定理 


现在 我 们 准备 证 明 第 一 个 收敛 定理 . 从 证 明 将 明白 , 要 点 事实 上 是 刚 证 明 
的 命题 4. 换言之 , Fourier 级 数 的 收敛 性 主要 由 于 事实 : 当 一 个 Ca 函数 以 NN 
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次 Dirichlet 核 作为 权 的 积分 时 , 结果 逼近 该 函数 在 0 处 的 值 . 


定理 1(Fourier pe f(z) 是 -Lg<z<gL 上 的 C1 函数 , 假 
设 /(- 并 ) = f(L) 和 f'(-L) = f'(L) [使 得 f(z) 可 认为 是 长 度 为 25 的 圆周 
上 的 C1 函数 .] 则 对 [一 已, 刀 0 Zz, 有 FS f(z) = f(z). 换言之 , 如 果 
FS f(z) 的 NN 项 部 分 和 是 


SN(7z) = zao + Se cos + bn sin —)， (20) 


Ld? nMmy _1 Ei . Ny 
an = 2/, f(y) cos dy 和 ”5b,, 二 z | ,fsin ry, (21) 


则 (对 任意 [一 已 刀 中 国定 的 z)， 


FS f(z) = joo+ Plone cos 一 + bn sin 本 ]= = Jim Sw(z) = f(z). (22) 


证 明 根据 命题 4 中 的 (15), 我 们 证 明 极 限 (22) 存在 . 把 Sw(z) 写成 含有 
DN 的 积分 . 利用 Sw(z) 的 定义 (20) 且 保 持 z 固定 , 使 得 cos 32 和 sin 好 = 是 
常数 , 来 计算 : 


N(Z) = 7 a 区 出 f(y)dy} 十 > zf f(y) cos dy} cos 一 -一 LA 
{二 2/ f(y) sin dy} sin ] 


-+/ 3 i 2/ {cos Tr cos T+ 


sin sin my) ay 


L 
-3/ d+ > 到 /osey 


L : 
-于 三 + De Cy 7) /Wi = 5 /Dry orl)ay 
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因此 , SN(z) 简洁 地 表示 为 涉及 N 次 Dirichlet 核 Dn 的 积分 
L 
Sw(z) = 二 上 ，Dw@ 一 1G)d 
于 是 , 为 建立 (22), 剩 下 来 证 明 


dim $ {Dry = af)ay = 12) (23) 
这 将 利用 命题 4 来 证 明 , 但 需要 重 写 (23) 的 积分 , 使 得 可 直接 运用 命题 4 注意 
到 Dw(y 一 z) 和 f(y) (f(y) 的 周期 延 拓 ) 都 是 y 的 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 利 
用 对 [-L, 中 所 有 的 y， f(y) = f(y) 的 事实 , 还 由 命题 1 (其 中 。 是 固定 值 2)， 
我 们 得 到 


L L L+z 
J Dn(y —z)f (ydy = 站 Dn(y — z)f(y)dy = / Dn(y — 1)f(y)dy. (24) 
= i —L+z 
在 最 后 的 积分 , 把 积分 变量 从 y 改变 成 * = y ~ zx 得 
区 十 并 四 L 本 
/ Dnly -olydy= 全 Dw(aFe+adz (25) 
-—L+z -L 


现 令 h(z) = f(z 十 x). 利用 (24) 和 (25), 得 


ym 2/ DNn(y — I)f(y)}dy = Alim $2/ DnN(z)h(z)dz. (26) 


为 对 最 后 的 极限 应 用 命题 4, 需要 知道 h(z) 是 z 的 Cl 函数 . 因 f 是 C1 的 , 且 
f( 开 ) = f(L) 和 f'(--L) = f(L). 故 易 得 六 是 Cl 的 . 则 hz) = Flz+z) 是 Cl 
的 , 正如 所 需要 的 . 因此 , 命题 4 表明 (26) 中 最 后 的 极限 是 h(0) = f(0 +z) = 
f(z) = f(z), 因 z 属于 [-L,L. 于 是 (23) 和 (22) 得 证 . 口 


一 致 收敛 


定理 1 在 某 些 方面 可 作 一 些 改进 .虽然 定理 1 表明 , 对 适当 的 函数 f, 有 
FS f(z) = f(z), 但 没有 指出 需要 多 少 项 能 使 Sw(z) 在 f(x) 的 一 个 确定 的 误 
差 。 之 内 . 的 确 , 存在 这 样 的 函数 , 使 得 FS f(x) = f(z), 然而 不 存在 N 确保 
IlSvw(z) -zls<e 对 [一 已 刀 中 所 有 的 成 立 (参看 例 6, 并 以 六 替换 f). 换 言 
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之 , N 会 是 任意 大 , 且 依赖 于 >. 为 解释 这 种 情况 , 我 们 叙述 下 面 的 定义 . 


定义 ”函数 列 Si(z)，52(z)…… 在 区 间 [-- 已 , 刀 上 一 致 收 钱 到 f(x), 如 果 


Jim,(_ paax, f(z) — Sw(z)l) =0， (27) 


—L<z<L 


即 ，Svw(z) 和 f(z) 的 图 像 之 间 最 大 垂直 间距 当 N 一 co 时 趋 于 0， 郴 数 


列 S1(z), S2(z),… 逐 点 收敛 到 f(z), 如 果 对 [五 , 刀 中 每 个 固定 的 xz, 有 
Jim_ If(z) — Sw(z)| =0 或 等 价 地 Nim, SN(z) = f(z). 


(对 知道 这 种 区 别 的 读者 , (27) 中 的 “max” 应 理解 成 “sup” 或 “最 小 上 界 ”， 
但 不 难 理解 , 这 里 我 们 不 打算 过 多 地 讨论 这 点 .) 


注 记 虽然 我 们 主要 讨论 f(z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 列 Si(z), S2(7z),…， 
但 上 述 定义 对 任意 定义 在 [一 乙 , 志 上 的 函数 列 仍然 有 意义 . 而 且 显然 一 致 收敛 到 
f(z) 的 函数 列 也 将 逐 点 收敛 到 f(x). 然而 , 下 个 例子 说 明 逐 点 收敛 不 必 隐 含 一 - 
致 收敛 . 最 后 (参看 定理 4) 我 们 将 证 明 如 果 f(z) 是 连续 和 “分 段 "C1 的 , 满足 
(天 并) = f(Z), 则 S51(z),S2(z),… 将 一 致 收敛 到 f(z). 然而 , 定理 1 只 告诉 我 
们 该 函数 列 是 逐 点 收敛 到 f(z). U 
例 3 令 f(z) 和 g,,(z) 定义 在 [-2,2] 上 , 它们 的 图 像 如 图 4， 


万 (CD 
图 4 


其 中 n= 1,2,3,.…. 证 明 函 数列 f(z), fo(z), f3(z),:… 和 gi(z),ga(z),gs(z) 
都 逐 点 收敛 到 零 函 数 h(z) 三 0。” 然而, 证 明 函 数列 gi(z),gz(z),ga(z) 在 
[2,2] 上 一 致 收敛 到 h(x), 而 函数 列 f(z), fo(z), fa(7),… 在 [-2,2] 上 并 不 一 
致 收敛 到 h(z). 
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解 我 们 有 on-(z) = 于 2， 所 以 对 [-2,2?] 中 的 每 个 rz，lim。 ,9n(z) = 
limn,_ ,oo =0= h(z), 这 表明 g1(7), g2(7), ga(7), Sr 逐 点 收敛 到 h(x). gn(Z) 
的 图 像 表明 , 对 -2 < z < 2, |h(x) -gn(z)| 的 最 大 值 是 +, 所 以 


,1 
lim (_ max, Ih(z) 一 gn(7)|) = im ee 0. 


然而 , 从 户 (z) 的 图 像 我 们 看 到 , 对 每 个 n, |h(z) -f(z)| 在 [-2,2] 上 的 最 大 值 
是 1, 且 在 z= 处 取 到 (正好 尖峰 下 面 ). 因此 ， 


m ( max |h(z) — fn,(7)|) = lim 1=1#0. 


li 

no0 “一 2 入 IT 入 2 
于 是 户 (z), PP(z), fa(z),… 不 一 致 收敛 到 h(z).， 然而 吃惊 的 是 方 (z), fj2(z)， 
Ai(z)… 确实 逐 点 收敛 到 h(x)， 的 确 , 令 zo 是 [-2,2] 中 任 一 固定 的 x 值 . 
先 假设 -2 < zo < 0, 则 所 (zo) = 0, 所 以 


Lim 万 (zo) = 0 = h(xo). (28) 


现 假设 0 < zo < 2. 则 可 找到 一 整数 N( 例如 , 选 N > 立 ) 使 得 对 所 有 的 n> N， 
zo 不 在 区 间 (0,:) 内 . 则 对 所 有 的 n > N，f(zo) = 0 (为 什么 ?). 换言之 , (28) 
对 0 < zo < 2 也 成 立 ! 由 于 zo 是 固定 的 , 故 不 允许 取 zo = + ( 即 zo 不 依赖 于 
n). 口 
注 记 在 应 用 中 期 望 的 通常 是 部 分 和 Sw(z) 一 致 收敛 到 f(z). 例如 ,为 了 应 
用 最 大 值 原理 来 证 明 : 真实 初始 温度 f(z) 的 近似 Sy(z) 的 热 问题 的 解 ww(z, 加 
在 真实 解 的 。 之 内 , 这 需要 知道 |f(z) - Sw(z)| 在 杆 上 的 最 大 值 小 于 e( 参 看 第 
3.2 节 的 定理 3). 这 不 能 用 逐 点 收敛 来 保证 , 而 要 用 一 致 收敛 来 保证 , 如 果 取 N 
足够 大 的 话 . 口 
正如 我 们 将 看 到 的 (参考 定理 4), 定理 1 中 的 假设 实际 上 就 得 出 一 致 收敛 
是 足够 强 的 . 然而 , 如 果 对 这 些 条 件 加 强 一 些 , 如 像 以 下 结果 , 可 以 有 更 容易 的 
证 明 . 
定理 2 设 f(z) 是 -LgzsgL 上 的 C0? 也 数 , 且 f(-L)=f(L) 和 ff'(-L)= 
PT). 则 FS f(z) 一 致 收敛 到 f(z)[ 即 FS f(z) 的 部 分 和 列 Si(z), S52(z),… 
一 致 收敛 到 f(z)]. 的 确 , 用 (20) 的 符号 , 对 [一 乙 , 刀 中 所 有 的 zx, 有 


区 


其 中 M= max |f"(z)|. (29) 


T2JV —_L&rgL 
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证 明 由 定理 1 得 知 FS f(z) = f(z). 因此 , 有 


f(z)— SN(z) =FS f(z)— SN(z)= 》、 [an co 一 + bn sin 本] 


n=N+1 


和 


2 oo 
Ha -swGlls 和 (lanltlt) < EE 》 贞 ， 


有 一 及 十 1 n=N+1 
其 中 我 们 已 经 用 了 命题 2 的 (10). 剩 下 来 证 明 于 > 二 < 为. 为 此 , 考虑 函 
数 点 的 图 像 (参看 图 5). 


图 5 


和 数 并 ?2_w+i 十 是 阴影 矩形 面积 的 和 , 它 不 超过 曲线 y = 十 的 面积 /> 十 dz = 
访 , 正如 所 期 望 的 . 口 

注 记 在 第 4.1 节 的 例 5 和 习题 9 中 我 们 已 经 分 别 对 函数 z3 -~ zx 和 (z2 一 
1)?(-1< z < 1) 用 了 估计 式 (29). 在 这 两 种 情形 中 , 我 们 发 现 通过 利用 由 显 式 
计算 的 Fourier 系数 的 积分 比较 可 获得 好 得 多 的 估计 . 如 果 一 个 函数 的 Fourier 
系数 可 计算 , 用 这 种 方法 计算 , 而 不 是 用 (29), 很 可 能 得 到 更 好 的 误差 估计 . (29) 
中 潜在 的 不 足 可 追溯 到 (10) 的 不 足 , 这 种 不 足 在 命题 2 后 面 的 注 记 中 已 经 注意 
到 . 然而 , 定理 2 对 所 有 满足 假设 的 函数 建立 了 FS f(z) 到 f(z) 的 一 致 收敛 性 ， 
不 必 对 无 穷 多 这 样 的 函数 分 别 对 每 个 函数 来 建立 这 种 事实 . 品 


分 段 Cl 函数 的 Fourier 级 数 的 收敛 性 


人 们 常常 对 不 是 C1, 或 不 满足 f(-L) = f(L) 和 f'(-L) = 7(L) 的 函数 
f(z) 的 Fourier 级 数 感 兴趣 . 例如 , 如 果 f(z) = z, 则 f(-LL) 关 了 (ZL). 在 第 4.1 节 
的 例 2 中 计算 了 该 也 数 的 Fourier 级 数 , 且 从 部 分 和 的 图 像 (参看 第 4.1 节 的 图 
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1 和 图 2) 显示 FS f(z) 是 收敛 到 f(z), 除了 在 z = 土 L 处 . 但 这 不 是 由 定理 1 得 
到 的 . 的 确 , 在 练习 4.1 的 习题 4 到 习题 8 中 , 没有 一 个 函数 满足 定理 1 的 假设 . 
然而 , 通过 绘 出 部 分 和 将 显示 这 些 函 数 的 Fourier 级 数 收敛 到 这 些 函 数 , 除了 在 
图 像 中 的 “折断 点 ", 在 其 上 Fourier 级 数 收敛 到 平均 值 . [如果 f(--L+) # f(L-)， 
则 认为 它 在 z = 士 也 处 为 “折断 点 ”.] 这 些 函 数 都 是 我 们 下 面 要 精确 定义 的 分 段 
C1 哨 数 的 例子 . 我 们 将 建立 一 个 可 应 用 于 这 种 函数 的 收敛 定理 (参看 定理 3). 

回忆 一 下 , 如 果 一 个 函数 定义 在 含有 zo 的 某 个 开 区 间 上 , 则 我 们 称 “f (x5 ) 
是 xz 从 左边 趋 于 zo 时 f(z) 的 左 极限 ”, 如 果 通 过 要 求 z 充分 靠近 , 但 小 于 zo， 
可 使 f(z) 任意 接近 Flz5 ) 的 话 . 类 似 地 , 可 定义 布 极限 f(z+). 写成 


fei)= lim f(z) 和 f(zd) = lim f(z). 


这 些 极限 , 如 果 存 在 的 话 , 不 必 依 赖 于 f 在 zo 的 值 . 的 确 , 即使 flzo) 没有 定 
义 , f(z50) 和 f(zxd) 可 以 存在 . 如 果 f(zo) 有 定义 上 且 f(z5)= f(zo) = /(zt), 则 
f 在 zo 是 连续 的 . 如 果 zo 是 f(z) 的 定义 区 间 的 左 端点 , 则 仍然 可 定义 f(zt). 
类 似 地 , 如 果 zo 是 f(z) 的 定义 区 间 的 右 端 点 , f(z5) 可 定义 . 


定义 ”函数 /(z) 是 [bj 上 的 分 段 连续 的 , 如 果 f(z) 满足 以 下 条 件 : 
(A) f(z) 在 [a,9] 上 除去 有 限 多 个 点 之 外 有 定义 和 且 是 连续 的 . 
(B) 对 (a,b) 中 所 有 的 zo, 极限 f(z#) 和 f(z5) 存在 . 
(C) Fa+) 和 f(b-) 存在 . 


定 
的 


义 f(z) 是 [ab 上 分 段 01 的 , 如 果 f(x) 和 f'(z) 在 [a, 如 上 是 分 段 连续 


注 记 如 果 f'(z) 在 lo 中 上 是 分 段 连 续 的 , 则 f(z) 自动 地 在 区 引 上 是 分 
段 连续 的 , 但 我 们 不 费心 去 证 明 它 . D 


图 像 在 图 6 中 显示 的 函数 展示 了 一 个 分 段 C1 函数 的 许多 病态 点 . 

有 许多 不 是 分 段 连续 的 函数 的 例子 ， 像 3(-1 < z < 1,z 0) 的 无 界 函 
数 不 可 能 是 分 段 连续 的 , 因为 在 “爆破 ”处 (例如 , 1 在 z = 0 处 爆破 ) 左 (或 
右 ) 极限 不 存在 ( 即 , 是 无 穷 的 ). 存在 有 界 函 数 不 是 分 段 连续 的 . 例如 , f(z) = 
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sinl4(-1< xz < 1, z 关 0) 是 有 界 的 ( 因 |f(z)| < 1), 但 f(0+) 和 f(0-) 不 存在 ， 
因 当 z 一 0 时 sinz 在 值 士 1 之 间 振 荡 无 穷 多 次 . 口 


例 4 求 两 个 函数 f(z) 和 g(z), 它们 的 图 像 是 释 合 的 (比如 , 互 为 反射 ), 使 
得 f(z) 是 C% 且 9(z) 甚至 不 是 分 段 C1 的 . 


解 令 f(z) =za 和 g(z) = Wz. 它们 的 图 像 是 释 合 的 , 因 反 函 数 的 图 像 是 
在 直线 y = z 上 的 互 为 反射 . 显然 f(z) 是 Cee 的 , 但 注意 到 g'(z) = jz-2/3 当 
z 从 任意 一 边 趋 于 零 没 有 极限 . 口 


我 们 引入 一 个 最 后 定义 , 该 定义 用 来 以 公式 表示 分 段 C1 函数 的 Fourier 级 
数 的 收敛 定理 是 方便 的 . 


定义 令 f(z) 是 区 间 [-L,Lj 上 分 段 C1 函数 .通过 在 有 限 多 个 点 上 改变 
f(z) 的 值 , 我 们 得 到 修正 函数 f(x), 它 定义 如 下 : 


f(z) = 1 -lL < Bb 
$[f(-L+)+f(L-)], z=+L. 


(30) 


换言之 , 在 (一 民工 ) 中 所 有 f(z) 的 连续 点 上 f(z) 与 f(z) 相同 , 而 在 (一 碟 , 了 ) 内 
f(z) 的 间断 点 上 f(z) 是 f(z) 的 左右 极限 的 平均 如果 把 区 间 弯 曲 成 一 圆周 ， 
f(z) 在 z= 土 L 处 的 值 也 可 看 作 左 右 极限 的 平均 . 


例 5 设 f(z) 具有 图 7 左边 显示 的 图 像 . 
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经 修正 的 函数 f(z) 的 图 像 在 图 7 的 右边 绘 出 . 


定理 3 设 f(z) 是 -工科 z 世 工 上 分 段 C1 函数 ,Flz) 是 (30) 中 的 修正 的 
函数 . 则 对 [一 LK, 工 ] 中 所 有 的 z, 有 FS f(z) = f(z). 的 确 , 我 们 有 


FS f(z)= Flz)， -oo<z<oo， (31) 


其 中 f(z) 是 修正 函数 f(z) 的 周期 延 拓 . 


证 明 该 证 明 过 程 与 定理 1 的 直到 得 到 (23) 的 证 明 过 程 相同 . 这 里 , 作为 
替换 (23), 我 们 证 明 对 [一 元, 刀 中 每 个 z, 以 下 极限 存在 


lim + [ Dun(y —z)f(s)dz = Fls). (32) 


和 N 一 oo 了 


令 h(z) 三 f(z + 7), (32) 中 的 极限 等 于 极限 


im 了 用 Dn(z)h(z)dz = h(0). (33) 
的 确 , 用 把 (23) 简化 成 命题 4 相同 的 方法 可 以 把 (32) 转化 成 (33). 然而 , 我 们 
不 能 简单 地 应 用 命题 4, 因为 现在 h 未 必 是 Cl 的 . 不 过 , 我 们 知道 (由 于 了 是 
分 段 C1 的 , 而 h 是 f 的 平移 ) 极限 h(0+),h(0-),h'(0+) 和 h'(0-) 都 存在 , 且 
h(0) = 二 (0-) 十 h(0+)]. 因此 , 为 证 明 (33), 只 剩 下 证 明 命题 4 的 类 似 结果 ( 参 
看 下 面 的 命题 5). 就 像 在 定理 1 的 证 明 那 样 , 这 等 价 于 期 望 的 (31). 口 


84.2 Fourier 级 数 收 敛 定理 .217 . 


命题 5 设 h(z) 是 -L<z<L 上 分 段 C1 函数 . 如 果 Dn 表示 nn 次 Dirichlet 
核 (14), 则 


局 了 二 大 Drn(z)j(z)dz = 了 0 ) +h(0*)]. (34) 


证 明 由 以 下 两 个 结果 相 加 得 到 极限 (34): 


i 有 pe 3h(0- ) 和 lim 了 Dads = 3h(0+). 


n=o0 上 


我 们 证 明 第 二 个 极限 , 第 一 个 极限 的 证 明 类 似 . 注意 到 


Wy Eo nz Nnz 1 
z/ plodz= 工 人 3 下 008 了 十 +cos jdz= 了 7 


以 常数 h(0+) 相 乘 , 得 土 记 Dn(z)h(0+)dr = 3h(0+). 于 是 ， 
L L 
= . DA 3h(01) = = [ D(z)[h(z) ~ hlO+)]dr, (35) 


只 要 证 明 右 边 的 积分 当 n 一 co 时 趋 于 0， 为 此 ， 如 同 命 题 4 的 证 明 ， 写 出 
Drn(z) = 吉 cos 2 + cot 登 sin 史 s*. 如 同 前 面 进行 的 (参看 (19)), 把 积分 (35) 
分 解 成 两 个 积分 然后 把 Rt 引 理 应 用 于 每 个 部 分 . 这 时 应 用 
L'Hospital 法 则 的 单 边 形式 得 到 


hl(z) —h(0+) _L 


8 2tan 全 让 
因此 ， 如 前 把 Riemann-Lebesgue 引 理 应 用 于 两 个 积分 ， 于 是 ，(35) 的 右边 当 
n 一 oo 时 趋 于 零 . 口 
例 6 利用 定理 3 绘 出 函数 
l, OgzgL 
r= 人 _L<z<0 0 


的 Fourier 级 数 FS f(z)( -4 < z < 4L). 直接 验证 在 f(z) 的 间断 点 FS f(z) 
收敛 到 经 修正 的 函数 , 但 证 明 在 [LK,ZL 上 FS f(z) 收敛 到 f(x) 不 是 一 致 的 . 
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解 为 绘 出 FS f(z) 的 图 像 不 必 计 算 Fourier 系数 . 由 定理 3, 有 FS f(x) = 
f(z), f(z) 的 图 像 在 图 8 中 . f(z) 的 Fourier 级 数 在 练习 4.1 的 习题 4(a) 中 已 
计算 , 为 


By Fi -> Sh + (一 D"+]sin ZE ， (37) 


我 们 有 FS f(0) = 让 此 为 经 修正 的 函数 f(z) 在 xz = 0 的 值 3[F(0-) 二 7(o+)]. 还 
注意 到 FS j( 士 志 ) = 去 = f( 士 L). 以 下 可 证 明 这 里 的 收敛 不 是 一 致 的 . 令 Sw(z) 
是 (37) 的 N 0 因 Sw(0) = 且 Sw(z) 是 连续 的 , 可 知 Sn(e) 必 接 近 
3, 如 果 |c| 是 足够 小 的 话 . 特别 , 如 果 取 :0 <e< 工 ) 足够 小 , 使 得 Sn(e) < 3. 
然而 , f(e) = f(e) = 1, 故 |Sw(e) 一 f(e)| > 主 ( 即 Sw 和 下 图 像 之 间 最 大 垂直 偏 
离 总 是 大 于 3). 对 一 致 收敛 , 将 需要 当 N 一 oo 时 具有 最 大 垂直 偏离 趋 于 0. 几 
何 上 看 , 这 是 不 可 能 的 , 因 连 续 函数 Sw(z) 的 图 像 在 z = 0 的 左边 附近 时 接近 
= 0, 而 在 z = 0 的 右边 时 接近 y = 1. 口 


注 记 1 更 一 般 地 , 可 以 证 明 连 续 函 数列 [例如 , Sn(z)] 不 可 能 一 致 收敛 到 
不 连续 也 数 [例如 , 例 6 中 的 f(z)]. 因此 , 一 个 函数 的 Fourier 级 数 不 可 能 一 致 
收敛 到 f(z), 如 果 f(x) 是 不 连续 的 话 . > 

注 记 2 (Gibbs 现象 ) 在 例 6 中 , 还 存在 SN(z) 收敛 到 f(z) 中 更 微妙 的 
非 一 致 性 . 在 以 下 的 图 9 中 , 注意 57(z) 的 图 像 (其 中 已 取 工 = 2) 随 着 它 从 原 
点 向 上 升 时 超过 数值 1. 

57(Z) 的 最 大 值 在 x = 0.25 处 取 到 , 它 大 约 为 1.0921. 人 们 可 能 认为 Sw(z) 
的 突起 部 分 随 着 N 一 co 将 减少 到 零 . 然而 , 情况 不 是 这 样 . 的 确 , 52n_1(z) 的 
“突起 最 大 值 ” 在 zx = + 取 到 ， 且 

1 


1 /rsi 
,lim San- ee 7)=3+ :/ dr ~ 1.0895. 
0 
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在 习题 12 我 们 把 读者 引 到 这 个 结论 . 在 f(z) 的 图 像 的 跳 取 点 处 的 突起 偏差 不 
会 趋 于 0 的 这 种 一 般 事 实 称 为 Gibbs 现象 . Gibbs 现象 不 与 定理 3 冲突 . 对 分 
段 Cl 函数 f(z), Sw(z) 的 突起 最 大 值 不 在 x 的 固定 值 发 生 , 它 不 依赖 于 N. 在 
任意 固定 的 z, SN(z) 收敛 到 f(z). 这 与 例 3 中 的 函数 列 f(z) 的 点 点 收敛 (但 
不 是 一 致 的 ) 情形 很 类 似 . 口 


满足 fj(-- 工 ) = 7( 工 ) 的 连续 分 段 C1 函数 f(z) 的 FS f(z) 的 一 致 收 鱼 性 


定理 3 在 比 定理 2 更 弱 的 假设 下 提供 了 FS f(z) 点 点 收敛 到 7z) 的 结果 . 
然而 , 定理 2 中 的 收敛 是 一 致 的 上述 例 6 和 注 记 表明 [-L,L] 上 分 段 C1 也 
数 f(z) 的 Fourier 级 数 不 可 能 一 致 收敛 到 f(z), 如 果 f(z) 有 间断 点 ( 即 , 有 跳 
跃 ) 或 f(-L) 关 f(L) 的 话 . 如 果 f(z) 是 分 段 C1 的 , 在 [已 刀 上 没有 间断 点 
且 f(-L) = f(L), 则 仍然 希望 FS f(z) 在 [-L,LL] 内 一 致 收敛 到 f(z). 下 面 的 
定理 4 提供 了 这 种 函数 的 FS f(z) 对 f(z) 的 一 致 收敛 性 . 定理 4 比 定理 2 优 
越 在 于 f(x) 不 必 是 C2( 或 甚至 不 是 01) 的 . 


定理 4 设 f(z) 是 ~-L<z<L 上 连续 的 分 段 C1 函数 ,使 得 /一 万) = f(L). 
则 FS f(z) 在 [一己 , 了 上 一 致 收敛 到 f(x). 换言之 ， 


Pax lf(z)— SN(z)| = 0 N=—%, (38) 


—L<r< 


其 中 SNw(z) 是 FS f(z) 的 N 项 部 分 和 . 


注 记 注意 没有 假设 f'(z) 处 处 连续 , 所 以 f(z) 的 图 像 可 能 会 有 角 点 ， 然 
而 , 连续 性 假设 确保 f(z) 的 图 像 不 会 有 断裂 . 而 且 , 假设 f(--L) = f(L) 确保 周 
期 延 拓 f(x) 没有 断裂 ( 即 f(x) 生成 周 长 为 2L 的 圆周 上 的 连续 函数 ). 口 
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证 明 从 定理 3 我 们 已 经 知道 , 对 [一 已, 如 中 的 z, 有 FS f(z) = f(z), 由 关 
于 f(z) 的 连续 性 假设 , 经 修正 的 函数 f(z) 等 于 f(z). 因此 ， 


Ce 


f(z) — SN(z) = FS f(s) - Sw(z) = 》 ancos DT bsin Te. (39) 


六 一 从 十 1 L L 
如 能 证 明 
D(anl + bn)) < 00,. (40) 


n=1 


则 级 数 (40) 的 “ 尾 项 "2?Nji(lan| 二 |bn|) 当 一 oo 时 趋 于 0, 且 由 (39), 得 


dim (_ max If(z) — Sw(2)|) < Jim ( 3 (lon| 二 lonD)) =0， (41) 


—L<z<L 人 一 
n=N+1 


正如 (38) 所 要 求 的 . 于 是 , 只 消 证 明 (40). 为 此 , 需要 检查 Fourier 系数 a,, 和 
bn. 对 加 ,有 


NAT 


L 
三 三 f(r)sin dz = = -Ff(0) eos EEL + 


1 /’ "( L 
z/, f'( I ) 二 coe 一 dz 
nnAr 


- £3/ f'(z )cos dz = 二 4 (42) 


其 中 4， 是 f'(z) 的 Fourier 系数 , 且 利 用 了 “分 部 积分 ”对 连续 分 段 C1 函数 也 
是 有 效 的 事实 . 类 似 地 , 我 们 有 


NANT 


m= f(z) sin dz. (43) 
因 fr(z) 是 分 段 连续 的 , 满足 Bessel 不 等 式 的 假设 , 所 以 
> +B2) < 三 f(z)lPar — 3A0 < (44) 


任 给 实数 列 ai,… ,ak 和 B1,… , Bk, Cauchy-Schwarz 不 等 式 (参看 习题 9) 表 
明 
[QBi + + akBk| < (02 + 二 oR)$(62 + .+ 2)3. (45) 
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对 大 = 3, (45) 正 是 熟知 的 结果 la. b| < jjall : 1bl, 但 该 结果 对 任意 成 立 . 特 
别 , 考虑 数列 


1 .1.4 1 L111 
|41|,1B1|, |42|, |B2l, |A3|, 1B3|,+…… 和 1’1’2’2’3’3’ 。 
由 (45), 应 用 到 这 对 数列 ， 对 任意 大 = 1 2, 3， 二 我 们 有 ， 


1 lL 1 1 
IAi|+|Bil+1A2|l: 于 十 |B2| 证 十 |4k| +|Be|: 天 
< (14 十 |Bi2 十 |4z|2 十 |Bz 2 十 … 十 |4k2 十 HBk|2) 主 : (2. 
1 1 、 
【人 


令 上 一 oo, 根据 (44) 得 (利用 例 2 的 结果 汀 > 证 入 五 )， 


> danl + 1B) < (和 < oo (46) 
因此 , 利用 (42),(43) 和 (46), 得 
二 (tw + lbn|) = > 3(IAn| +1Bnl) < oo 
这 给 出 了 结果 (40), 由 此 (41) 成 立 . 口 


注 记 (Fejér 定理 ) [-L,L 上 存在 连续 (但 不 是 分 段 C1) 函数 f(z), 满足 
jf(-) = f(D), 它 的 Fourier 级 数 在 [--L,L] 上 无 穷 多 个 点 上 是 发 散 的 (参看 
[Coppel). 然而 , 在 任意 给 定 的 误差 之 内 , 可 能 存在 一 个 三 角 多 项 式 一 臻 逼近 这 
样 的 函数 . 换言之 , 任 给 e > 0, 存在 三 角 多 项 式 , 设 为 


N 
Pv(z) = ot oT + dnsin™, 
使 得 对 [--L, 荆 中 所 有 的 z, 有 |f(z) - Pw(z)| < e. 如 果 FS f(z) 不 一 致 收敛 到 
f(z), 则 会 不 存在 FS f(z) 的 一 个 部 分 和 Sw(z), 使 得 |f(z) - Sw(z)| < e. 然而 ， 
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下 面值 得 注意 的 结果 在 | Bari, Vol I, p.135] 中 得 到 证 明 . 


定理 5 (Fejér 定理 ) 设 f(z) 是 定义 在 -LL < xz < LL 上 的 连续 (不 必 是 分 段 
C1) 函数 , 使 得 f(--L) = f(L). 令 SN(z) 表示 f(z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 
(从 n=0 到 N). 令 An(7) = 了 Pi(So(z)+ Si(z) 二 +Sw(z))( 即 FS f(2) 


的 前 N + 1 项 部 分 和 的 平均 )， 则 三 角 和 多项式 列 4o(z), A1(z), 42(z),… 在 
[-L, 工 上 一 致 收 化 到 f(x), 虽然 函数 列 So(z), Si(z), 5S2(7z),:… 甚至 可 能 不 是 
逐 点 收敛 到 f(z). 


可 容易 证 明 (参看 习题 13) 在 所 有 N “次 ”三 角 多 项 式 Pw(z) 中 , SN(z) 是 
使 平均 平方 误差 /和 |f(z) - Pw(z)l?dz 最 小 的 . 然而 , Fejér 定理 表明 Sw(z) 不 
会 使 “一 致 误差 ”max_L<z<L1f(z) - Sw(z)| 在 所 有 次 数 为 N 的 三 角 和 多项式 中 
最 小 , 正如 习题 14 中 的 一 个 具体 反例 所 示 . 口 


概要 4.2 


1. Bessel 不 等 式 ， 令 f(x) 定义 在 [-L, 上 , 并 假设 /|f(z)|?dz 存在 且 
有 限 . 假设 Fourier 系数 
-3 f(x) cos dz 和 bn = 2/ f(z) sin dz {S1) 
存在 ， 使 得 可 形式 定义 (可 能 不 收敛 )FS f(x) = 1ao + Dl Qn COS 对 2 十 
bn sin "52. 则 有 Bessel 不 等 式 
2+ > a2 十 万) < 2/ f(z)?dz. (S2) 


如 果 不 等 式 用 等 式 蔡 换 , 它 称 为 Parseval 等 式 . 习题 5 一 习题 7 对 连续 分 段 Cl 
区 数 f(z) 证 明了 Parseval 等 式 . 


2. Riemann-Lebesgue 引 理 : 令 f(x) 定义 在 [-L,L) 上 . 如 果 太 f(x)?dr < 
co 且 f(z) 的 Fourier 系数 存在 , 则 这 些 系 数 当 n 一 co 时 趋 于 零 , 即 
lim zf. f(z) cos dz = 0 和 ,lim 地 if f(z)sin Ed = 0. (S3) 


n—=o0L 


当 看 作 周 长 为 2L 的 圆周 上 的 函数 , f(z) 越 光滑 , f(z) 的 Fourier 系数 当 n 一 co 
时 衰减 得 就 越 迅 速 (参看 命题 2 和 该 命题 后 的 注 记 ). 
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3. FS f(z) 的 点 点 收敛 (定理 1): 令 f(z) 是 [-L,L 上 的 C1 函数 , 并 假 
设 f(-L) = f(L) 和 f'(-L) = (ZL) [使 得 f(z) 可 看 作 周 长 为 25 的 圆周 上 的 
Cl1 陆 数 ]. 则 对 [LL] 中 所 有 的 zx, 有 FS f(x) = f(z). 换言之 , 如 记 


SN(Z) = Fao 十 > an COS 本 十 bn sin —]， (S54) 
其 中 on 和 b。 由 (5S1) 给 出 , 则 有 (对 [一 乙 , 刀 中 任意 固定 的 zx)， 


FS f(x) = Joo+ D [on cos TE +b sn 一 ] = 加 Aim_ 9N(zZ) = f(z). (S5) 


n=1 


4. FS f(z) 的 一 致 收敛 (定理 2): 令 f(z) 是 区 间 [-L,L 上 的 0? 函数 , 满 
足 f(-Z)= f(L) 和 ff(-L) = 了 (ZL). 则 FS f(z) 在 [一 乙 刀 上 一 致 收敛 到 f(z). 
的 确 , 对 由 (S4) 给 出 的 Swy(z), 对 [-- 厂 , 刀 中 所 有 的 z, 有 


i max |f"(z)|. (S6) 


|f(z) — SN(z)| < 元， _Pex, 


5. FS f(z) 的 点 点 收敛 (定理 3): 令 f(x) 是 [-L,L] 上 的 分 段 C1 孙 数 ， 
f(z) 是 (28) 中 的 修正 函数 . 则 对 [-L, 工 中 所 有 的 z, 有 FS f(z) = f(z). 的 确 ， 
FS f(z)= f(x), -oo<z<o, (S7) 
其 中 f(z) 是 修正 函数 f(z) 的 周期 延 拓 . 
6. FS f(z) 的 一 致 收敛 (定理 4): 令 f(z) 是 区 间 [~-L,L 上 的 连续 分 段 
C1 函数 , 满足 f(-D) = f(L) 和 1(-L) = f(D). 则 FS f(z) 在 [-L,L 上 一 臻 
收敛 到 f(z). 换言之 


|f(z)--SN(z)| 一 0 当 N 一 oo 时 ， (S8) 


_beexr 


其 中 Sw(z) 是 由 (S4) 给 出 的 FS f(z) 的 N 项 部 分 和 . 
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练习 4.2 


1. 令 f(z)=|zl| -1l1<z<1. 
(a) 绘 出 f(r) 的 周期 延 拓 f(x) 在 -4< xz < 4 上 的 草图 . 
(b) 根据 什么 定理 FS f(z) 的 部 分 和 SN(z) 一 致 收敛 到 f(x)? 
(c) 为 什么 不 能 利用 定理 2 来 确定 FS f(z) 一 致 收敛 到 f(z)? 
(d) 如 同 定理 2 的 证 明 , 利用 积分 比较 直接 证 明 FS f(z) 一 致 收敛 到 f(z)， 由 定理 3 
得 知 FS f(x) = f(z). 
2. 求 在 区 间 [一 L, L] 上 满足 定理 1 和 定理 2 假设 的 次 数 最 低 的 非常 数 多 项 式 . 
提示 “次 数 至 少 是 3 次 . 为 什么 ? 
和 2(z + 1) l1<z<0 
站 - 9 TU, 
ren = {2 上 所 了 二 二 
草 绘 FS f(z) 在 区 间 [-4,4] 上 的 图 像 . 你 用 的 是 什么 定理 ? 
4. (a) 在 第 4.1 节 的 习题 6 中 , 假设 对 -L < z < L，FS f(z) = f(z), 我 们 证 明了 
% 证 = 怪 , 其 中 f(z) = z2. 什么 定理 隐 含 该 假设 是 正确 的 ? 
(b) 利用 (a) 部 分 证 明 Parseval 等 式 对 函数 f(x) = z 是 有 效 的 (参看 例 2), 即使 我 们 
尚未 证 明 一 般 的 Parseval 等 式 . 
(c) 直接 验证 Parseval 等 式 对 例 6 的 函数 


1， 0<z<L, 
jf(z) = 
0， -Lg<z<0. 


提示 “再 参考 第 4.1 节 的 习题 6. 
5，(a) 验证 以 下 等 式 (参看 Bessel 不 等 式 的 假设 和 证 明 ): 
2 2 2 1 > Y Se 
ftw) -soar= /fee)ar -1 (308+ + 后 上 
I n=1 


(b) 令 f(z) 定义 在 [-L, 上 . 假设 三 f(z)?dz < co 以 及 f(z) 的 Fourier 系数 存 
在 . 利用 (a) 部 分 的 结果 证 明 f(z) 满足 Parseval 等 式 当 且 仅 当 


成 立 


lim , [f(z) — Sn(z)]?dzr = 0. 
六 一 co Jj 


6. 求 定义 在 [-L, 上 的 函数 列 有 (z),f2(z),……， 使 得 对 [-L,L 中 每 个 
Z, limn—oo fn(z) 二 0, 然而 


L 
lim fn(r)dr # ( lim fn(z))dz. 
mn 一 co 一 co 


10. 


11. 


12. 
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提示 “修改 例 3 中 的 函数 f(z), 使 得 (二 ) = n( 即 增加 顶点 的 高 度 到 n). 则 注 
意 到 人 fn(z)dr 一 1. 


. (a) 根据 定理 2 和 习题 5 证 明 [一 L,LK 上 的 满足 f{( 一 L) = f(L) 和 f(--L) = (ZL) 的 


C0? 函数 f(z) 将 满足 Parseval 等 式 . 

(b) 根据 习题 6, 为 什么 不 能 应 用 定理 3 和 习题 5 立刻 推断 Parseval 等 式 对 [一 忆 , 刀 上 
任 一 分 段 C1 函数 成 立 ? 

(c) 利用 习题 5 和 定理 4 证 明 Parseval 等 式 对 [一 LL 上 任意 满足 f(-L) = f(L) 的 
连续 分 段 C1 函数 f(z) 成 立 . 


. 利用 习题 5 和 习题 4(c) 推断 : 对 满足 习题 5 假设 的 f(z), 使 Parseval 等 式 成 立 的 充 


分 条 件 , 但 不 是 必要 条 件 , 为 Sw(z) 一 f(z) 是 一 致 的 . 
注 记 事实 上 ，Parseval 等 式 对 [LL, 上 任意 分 段 连续 f(x) 成 立 . 证 明 见 
[Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 3rd ed., p. 191]. 


. (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ; 参看 (43)). 令 a= (al,a2,… ,Qk) 和 b= (662…， 


Bk),， 其 中 a; 和 B; 是 实数 .定义 ab = ap: + azBz 十 … 十 akBk, 令 jjall = 
(a a) = (a? + o3 二 +.… 二 a2)# 是 a 的 长 度 或 模 对 任意 实数 7, 令 a + rb = 
(aayaz，… ak) 十 r(D GD, 了) = (a1+rBi, oa2 十 ro ,ak 十 rBk)， 

(a) 令 hr) = |(a+rb)l2 = (a+rb).(a+rb). 证 明 hr) = (b.b)r2+2(a.b)r+a.a， 
并 注意 到 对 所 有 的 r, hr) > 0( 为 什么 ?). 

(b) 如 果 bb 关 0, 解释 为 什么 h(7) 的 图 像 不 会 交 于 r- 轴 多 于 一 次 (如 果 相 交 的 话 )， 
于 是 解释 为 什么 二 次 方程 hn(r) = 0 不 会 有 不 同 的 两 个 实 根 . 

(c) 利用 (a) 和 (b) 部 分 和 二 项 式 公式 推断 (2a .bj2 -~ 4(b.b)(a.a) <0 或 la.bls< 
llallllbll, 此 即 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 

利用 习题 9 中 同样 的 想法 证 明 任 意 两 个 定义 在 [一 互 , 刀 上 分 段 连续 函数 f(z) 和 g(z)， 
有 |(f,9)| < jifllilgll. 换言之 ， 


L [> 
<(f ya dz) (fs dz)#. 
f(z) 和 g(z) 的 分 段 连续 性 确保 这 些 积分 存在 , 读者 可 假设 这 些 积分 存在 . 


提示 “对 任意 实数 7, 考虑 hr) = ||f + rgll>. 


证 明 不 存在 定义 在 [LL 上 的 分 段 CY 函数 f, 使 得 | 和 0, 且 让 与 所 有 函数 
co, cl 81, c2; 82，,"…* 正 交 .( 回 忆 起 cu(z) = cos 好 2 和 sn(z) = sin 丈 . 
提示 ”考虑 这 种 函数 的 Fourier 级 数 并 利用 定理 3. 


完成 下 列 步骤 来 建立 例 6 后 面 注 记 2 中 所 作 的 有 关 Gibbs 现象 (在 间断 点 突起 ) 的 断 


/ ‘ f(z)g(z)ar 
一 工 
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(a) 令 S52n_1(z) 是 (35) 中 FS f(z) 的 部 分 和 (n= 1,2,3,:…) 


San-1(2) = 2+ 2 (sin 2 十 村 sin 2 + + jsin ee). 
计算 3S2。1(z) 然后 2 sin 至 相 乘 , 如 同 命题 3 的 证 明 , 产生 一 个 分 解 的 和 , 于 是 得 到 
sin 可 .Ssn_1(7) = 二 sin 2nrz， 
(b) 证 明 Shn— pp 0 的 z 的 第 一 个 正 值 是 z = 去 , 因此 突起 最 大 值 是 

Son— a = 十 二 二 (2sin 王 +3sin 拭 + i (*) 


(c) 证 明 (*) a 


图 10 


,Sm( 癌 )=2+# 几 2 
提示 利用 梯形 法 估计 (d) 中 的 积分 . 
令 f(z) 是 [一 亏 , 刀 上 分 段 连续 函数 ,对 N > 0, 令 Sw(z) = 3ao 十 并 和 an cos 对 = 十 
bn sin 号 = 是 FS f(z) 的 N 项 部 分 和 . 令 Pw(z) = #c0+ TY cn cos FE +dn sin = 
是 任意 次 数 为 N 的 三 角 多 项 式 . 
(a) 证 明 


L L L L 
2 dE 2 _ 2 
fv — Pn (zx)]*dzr = 人 f(r)*dzr 2 Pv(n)sw(zJaz+ 三 Pv(z)“dzr 


dz ~ 1.0895. 


L L L 
_ 本 (ea 
= /f(ar /sn jaz+ {IP (z) — Swlz)]?adz 


(b) 为 什么 (a) 表明 平方 平均 误差 三 [f(z) - Pv(z)]?dz 当 Pn(z) 取 作 Sw(z) 时 是 
最 小 的 ? 
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14. 令 f(z) =z2， -Lr<L. 
(a) 证 明 平 方 平 均 误差 
,1 dar 


当 常 数 c 等 于 jao = 马 时 最 小 . 
(b) 证 明 “ 一 致 误差" 
_Pax ,lf(7) —dl 
当 常数 c 等 于 握 时 最 小 . 比较 
_ max ,|f(z) 一 | 和 _ max, |f(z) 一 到 
(c) 为 什么 (a) 和 (b) oe a 
是 该 函数 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 ? 
15. 可 证 


二 ls) 


对 所 有 的 zx 收敛 , 且 它 是 区 间 [一 7， 中 下 z a 读者 不 需要 证 明 这 个 . 而 
是 利用 Bessel 不 等 式 来 证 明 不 存在 定义 在 [7,7] 上 满足 [" f(z)?dz < oo 的 函数 ， 
使 得 
sin(nz) 
FS f(z) = 2 一 v 司 


n=1 


84.3 正弦 级 数 和 余弦 级 数 及 其 应 用 


本 章 的 目的 之 一 是 用 正弦 函数 和 余弦 函数 的 形式 (取决 于 B.C.) 的 线性 组 
合 来 逼近 区 间 上 的 函数 , 所 取 的 形式 对 解 热传导 问题 是 合适 的 . 第 4.2 节 讨 论 的 
Fourier 级 数 处 理 定义 在 [五 , 刀 上 的 函数 , 且 这 种 级 数 适合 求解 以 下 圆 形 金属 


丝 问题 : 
DE. u=kuzz, —L<r<L, tz0; 


B.C. wu(-L,t)=u(L,t), vz(-L,t) = vzlL,d); (1) 
LC. w(x,0) = f(x). 
如 果 函 数 f(z) 是 连续 和 分 段 Cl 的 , 且 f(-L) = f(L), 则 由 第 4.2 节 的 定理 4， 
我 们 可 求 出 FS f(z) 的 部 分 和 , 记 作 


N 
1 NAT . TD 
SN{(7z) = 3 十 > [en cos 7 + bn sin rb 
n=1 
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使 得 对 任意 指定 的 “实验 误差 *e 和 [一 六 刀 中 所 有 的 z, 有 |f(z) - Sw(z)| < 
(1) 中 的 f(z) 以 Sw(z) 替换 , 则 由 第 3.1 节 的 命题 2 得 到 解 
uN (Zz,t) = Fa 十 ye 六 [o。 ncoa + bn sin |}. (2) 


n=1 


利用 最 大 值 原理 , 我 们 能 确定 由 (2) 给 出 的 解 un(z,t) 在 问题 (1) 的 精确 C? 解 
(如 果 这 样 的 解 存在 的 话 ) 的 e 之 内 . 

如 果 (2) 中 NN 以 oo 替换 , 则 促使 我 们 去 断言 (2) 提供 了 原 问题 (1) 的 精确 
解 . 要 证 明 这 个 断言 或 甚至 表述 一 种 意义 , 在 这 种 意义 下 上 述 的 叙述 是 正确 的 
会 有 许多 困难 . 例如 , 如 果 f(z) 不 是 C2 的 , 则 (1) 不 会 有 在 t= 0 是 C2 的 解 
(例如 , D.E. 在 上 = 0 不 会 满足 ). 然而 , 即使 f(z) 是 C2 的 [满足 f(-L) = /DD) 
和 j(- 研 ) = f(D)], 在 验证 N = co 时 , (2) 实际 上 收敛 到 满足 D.E. 的 C2 函 
数 , 存在 实质 性 问题 . 特别 , 回忆 到 光滑 ( 即 C~) 函数 的 无 穷 和 收敛 到 一 个 不 连 
续 的 函数 是 很 常见 的 (参看 第 4.2 节 的 例 6). 从 应 用 的 观点 看 , 为 解决 这 些 困难 
的 大 量 努 力 是 没有 保证 的 , 因为 只 在 某 个 实验 误差 之 内 知道 f(z), 而 获得 (1) 的 
精确 解 上 并 没有 得 到 什么 . 在 数学 上 求 出 严格 公式 化 问题 的 解答 常常 是 令 人 感 
兴趣 和 具有 挑战 性 的 , 但 在 应 用 上 很 少 求 严格 公式 化 问题 , 且 寻 求 精确 解 没有 意 
义 . 为 了 数学 上 的 喜好 , 在 本 节 的 后 面 我 们 将 简单 提出 当 N = oo 时 (2) 可 能 导 
致 的 缺陷 . 然而 , 通过 考虑 解 用 积分 公式 的 男 一 种 表示 , 很 好 地 处 理 了 这 些 困 难 . 
这 将 在 第 七 章 讨论 . 


Fourier 正弦 级 数 和 Fourier 余弦 级 数 的 缘由 


在 杆 的 长 度 为 L(0 < z 和 了 工 ), 两 端 保持 在 0 度 的 热传导 问题 中 , 回忆 起 我 
们 希望 用 线性 组 合 沁 候 ， bn sin 又 = 来 近似 初始 温度 . 粗略 说 来 , 我 们 将 通过 把 
定义 在 [0,Z] 上 , 且 7 = 0 的 初始 温度 分 布 f(z) 按 以 下 方式 延 拓 成 定义 在 
[一 五 ,万 上 的 新 函数 ( 奇 延 拓 )f。(z) 来 完成 这 种 近似 的 :f(z) = f(z), 0<z<L 
和 fo(z) = 一 f(-z), -LL<z<g0. 因 fo(z) 定义 在 [-L,L] 上, 故 说 到 f。o(z) 的 
Fourier 级 数 FS fo(z) 是 有 意义 的 . 由 于 fo(z) 是 奇 的 [ 即 , fo(--z) = 一 fo(z)]， 
故 FS fo(z) 中 将 没有 余弦 项 . 在 对 fo(z) 的 适当 的 假设 下 , FS fo(z) 的 部 分 和 
在 [- 厂 刀 上 将 逼近 f,(z), 因此 在 [0, L] 上 也 将 逼近 f(x), 正如 所 期 望 的 . 级 数 
FS fo(z) 称 为 f(z) 的 “Fourier 正弦 级 数 ”. 通过 考虑 f(z) 的 “ 偶 延 拓 ”, 类 似 地 
得 到 f(z) 的 “Fourier 余弦 级 数 ”. 在 两 个 端点 都 是 绝热 的 问题 中 将 用 到 它 . 通 
过 利用 更 精细 的 延 拓 , 我 们 能 得 到 对 一 个 端点 是 绝热 而 另 一 个 端点 保持 0 度 的 
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问题 涉及 cos Et 和 zz 或 sin Et 和 zz 的 级 数 逼 近 . 这 些 新 类 型 的 级 数 都 是 第 4.2 
节 的 “标准 "Fourier 级 数 的 变 体 . 因此 几乎 到 现在 为 止 所 建立 的 所 有 收敛 性 质 ， 
可 以 没有 多 大 困难 地 搬 到 这 些 新 级 数 上 来 . 在 下 文 , 我 们 提供 由 以 上 讨论 所 诱 
导 的 构造 细节 . 


偶 函 数 和 奇 函 数 的 性 质 


定义 设 f(x) 是 定义 在 -L < xz < L 上 的 函数 . 如 果 对 [一 忆 , 刀 中 所 有 的 


Z，jf(-z) = f(z), 则 称 f(z) 是 偶 的 , 如 果 对 [-- 厂 , 刀 中 所 有 的 rz，jF(-z) = 
一 了 f(z), 则 称 f(z) 是 奇 的 . 


注意 到 如 果 (z, f(z)) 在 偶 函 数 f(z) 的 图 像 上 , 则 (-z, f(z)) 也 在 该 图 像 上 ( 即 ， 
图 像 关 于 y- 轴 的 反射 是 不 变 的 ), 如 在 图 1 所 示 ， 如果 f(z) 是 奇 的 , 则 (z, /(z)) 


x cos(3x) 1-|x| 
图 1 偶 函 数 的 例子 
在 图 像 上 当 且 仅 当 (-z, 一 f(z)) 在 图 像 上 (参看 图 2); 即 ， 图 像 关 于 原点 反射 


A 
FHA 


—sin(3x) arctan(x) 


图 2 奇 函 数 的 例子 
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定义 设 f(z) 是 定义 在 0 < x < LK 上 的 函数 . f(z) 的 偶 延 拓 是 唯一 的 对 
[_L, 0] 中 的 = 有 定义 的 偶 函 数 f(z), 对 [0, 二 中 的 z, 有 f(z) = f(z), 即 


f(z), 0<z<gL, 
fe(7) = 一 Z)， —L<zxz<0. 


如 果 f(0) = 0, 还 可 定义 奇 延 拓 /(z). 这 是 唯一 的 对 [-L,L] 中 的 z 有 


定义 的 奇 函 数 , 使 得 对 [0, L], fo(z) = f(z), 即 


注意 到 为 了 连结 需要 “f(0) = 0 


例如 , 如 果 f(z) = Vz, 0 < z < 工 , 则 我 们 有 图 3 中 的 图 像 (L = 1.5). 


| 


f(x) f(x) J (x) 


图 3 


我 们 收集 一 些 有 关 偶 明 数 和 奇 函数 的 显 见 的 事实 : 


(A) 两 个 偶 函 数 的 乘积 是 偶 的 . 
(B) 两 个 奇 函 数 的 乘积 是 偶 的 . 
(C) 一 个 奇 函 数 和 一 个 偶 函 数 的 乘积 是 奇 的 . 


(D) 如 果 f(z) 是 奇 的 (-L < zs 万 , 则 请 (lz)dz = 0, 如 果 积分 存在 的 话 . 
(E) 如 果 f(z) 是 偶 的 (-L<z<LI), 则 /f(z)dz =2 放 f(z)dz, 如 果 积分 
存在 的 话 . 
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命题 1 设 Flz) 对 - 工 系 z 冬 工 有 定义 , 具 Fourier 系数 


-三 f(z) cos dz 和 b= =}/ /sn Far 


L 
-7/ f(z) cos TEdz, (n=0,1,2,.). 
0 


如 果 f(z) 是 奇 的 , 则 an = 0(n = 0,1,2,…) 和 


2 /2 . ATT 
m=7/ f(z)sin 一 dx， (n= 1,2,3,.…). 


证 明 如 果 f(z) 是 偶 的 , 则 由 事实 (C) 和 (D), bn = 0, 因 sin 好 = 是 奇 的 . 
公式 (3) 由 (A) 和 (E) 得 到 . 当 f(z) 是 奇 的 情形 类 似 处 理 . 口 


Fourier 正弦 和 Fourier 余弦 级 数 


定义 设 f(z) 定义 在 [0, 刀 上, 使 得 积分 (3) 和 (4) 存在 . 则 f(x) 的 Fourier 
正弦 级 数 是 表示 式 


DO L 
FSS f(x) = 2 sin —, 其 中 如 = 到 人 jz) sin 一 dx (5) 


jf(z) 的 Fourier 余 弦 级 数 是 表示 式 


FCS f(z) = Ly an cos 一， 其 中 om- 了 f(z) cos 一 dr (6) 


n=1 
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命题 2 设 f(z) 定义 在 [0, 刀 上 , 假设 积分 (5) 和 (6) 存在 . 则 (重新 定义 
f(0) 等 于 0)f(z) 的 Fourier 正弦 级 数 是 定义 在 [一 乙 , 刀 上 的 奇 延 拓 fo(7z) 的 
Fourier 级 数 . f(z) 的 Fourier 余弦 级 数 是 定义 在 [五 , 刀 上 的 偶 延 拓 f(x) 


的 Fourier 级 数 ; 即 


FSS f(z)=FS fo(z) 和 FCS f(x) = FS fe(z). (7) 


证 明 我 们 简单 验证 f。(x) 的 Fourier 系数 由 an = 0 和 如 如 (5) 中 给 出 . 
的 确 , 由 命题 1, an = 0( 对 所 有 n = 0,1,2,…), 以 及 


L 元 L 
bn = z /fo sin dz = z/ fo(7)sin dz (由 性 质 (E))， 


此 如 同 (5), 因 对 0 < zx < 工 , fo(7z) = f(z). 类 似 地 ,有 FCS f(x) = FS fe(z). 口 

FSS f(z) = FS fo(zx) 和 FCS f(z) = FS fe(z), 故 把 第 4.2 节 的 定理 应 用 
于 延 拓 函数 f(z) 和 fe(z) 可 得 到 FSSf(z) 和 FCS f(z) 的 收敛 性 结果 . 下 面 的 
定理 对 应 用 Fourier 正弦 级 数 和 Fourier 余弦 级 数 的 大 多 数 情况 是 足够 的 . 回忆 
一 下 左 极限 和 右 极限 的 符号 : 


f(zd) = lim flz) 和 f(z0) = lim f(z). 
定理 1 设 /(z) 定义 在 [0, 5] 上 的 分 段 C1 函数 . 则 


GI 5< pS 


rss /0) = { z=0 或 yp 


如 果 f(z) 在 [0, 工 ] 还 是 连续 的 , 且 f(0) = 0 和 f(L) = 0, 则 FSS f(z) 的 部 
分 和 Sw(z) 在 [0, 上 一 致 收敛 到 f(x), 即 , 当 N 一 co 时 ， 


max {|f(x) — Sw(z)l} 一 0. (9) 


0 入 z 芝 了 


证 明 如 果 需 要 , 重新 定义 f(0) 等 于 0, 令 fo(z) 是 f(z) 的 奇 延 拓 ， 则 
fo(z) 是 [-L, ZL] 上 分 段 C1 函数 . 由 第 4.2 节 的 定理 3, 得 知 FS f。(z) 收敛 到 
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修正 函数 f(z)， 注 意 到 (0) = [fo(0+) + 万 (0-)] = $If(0+) - 7(0+)] = 0， 
folL) = $lfo(—L+) + Jo -)] = 站) + )] = 0 以 及 对 0 < z < 
L, fo(z) = #[f(z+) + jz-)]. 因此 , 由 上 述 的 命题 2 和 第 4.2 节 的 定理 3, 我 们 
有 FSS f(z) = FS fo(z) = 局 (z), 由 此 得 (8). 如 果 f(z) 还 是 连续 的 , 且 f(0) = 0 
和 f(L) = 0, 则 fo(z) 是 连续 的 , 且 有 fo(L) = fo(-L) = 0. 于 是 , 把 第 4.2 节 的 
定理 4 应 用 到 f。(z), 我 们 得 (9), 因 在 [0, 工 ] 上 fo(z) = f(z). 口 


定理 2 设 f(z) 是 [0, ZL] 上 的 分 段 C1 函数 . 则 


$[f(z-)+f(z+)], 0O<z<L; 
FCS f(x) = 4 f(0+), 和 (10) 
f(L-), T= 上 . 


如 果 f(z) 在 [0, 二 ] 还 是 连续 的 , 则 FCS f(z) 的 部 分 和 Sw(z) 在 (9) 的 意义 
下 一 致 收敛 到 f(x). 


证 明 为 得 到 FCS f(z) = fe(x), 我 们 把 第 4.2 节 定 理 3 应 用 到 (分 段 光 
滑 的 ) 偶 延 拓 fe。(z)， 注意 到 f。(0) = 3[fe(0- Re fe(0+)] = 3$[f(0+) + f(0+)] = 
f(0+), fe(L) = $lfe(L-) + fel Pei = [Ff(L-) 十 f(L7)] = f(L-), 以 及 对 
0<z<L, fe(z) = [f(z-)+ f(z+)]. 于 是 由 FCS f(z) = FS fe(z) = fe(z) 得 
(10). 如 果 f(z) 是 连续 的 , 则 fe(z) 是 连续 的 , 由 第 4.2 节 的 定理 4 得 到 一 致 收 
伍 ， 口 

例 1 求 靖 数 f(z) = 工 -z(0<z<L) 的 Fourier 正弦 级 数 和 Fourier 余 
弦 级 数 , 并 草 绘 FSS f(z) 和 FCS f(z) 在 区 间 [3L,3L] 上 的 图 像 . 


解 利用 Green 公式 (参看 第 4.1 节 的 (9)) 计算 FSS f(z). 回忆 到 s,,(z) = 
sin zz. 利用 内 积 符号 (g,h) = ey g(T)h(z)dz( 现 在 [0, 工 ] 上 !)， 
bn 人 f(s)sin TEdz = 7 (fsn) = -7 (LL) s) 
一 (EA f'(z)sn(T)) + (f", sn)) 


2L 全” ) 2L 
= 一 +0|j = 一 . 


7T2n2 L nn 
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| NAT 
i (11) 


FSS f(z) = 和 >》>， sin 


n=1 


由 命题 2 得 知 FSS f(z) = FS f,(z), 由 第 4.2 节 的 定理 3, 此 为 启 (z)， 因 此 ， 
FSS f(z) 的 图 像 与 fo(z) 的 图 像 相 同 (参看 图 4). 


因此 ， 


图 4 
图 像 限制 在 区 间 [~L,] 是 在 x = 0 经 适当 “修正 ”过 的 所 (z) 的 图 像 . 级 数 (11) 
不 是 一 敏 收敛 的 , 因 fo(z) 不 是 连续 的 . 注意 到 f(z) 是 连续 的 , 但 f(0) 关 0, 而 
0 是 定理 1 中 一 致 收敛 所 要 求 的 . 
对 FCS f(z), 我 们 计算 
十 郑 #3/ -nit 


f(0) = 


以 及 对 nz 1， 
L 
f(z) cos FEdz = 了 (六 oo) = -了 (二 )2 人 7 eh 


5) - f(s)en (oN + (fen) = (1)2 +4) 


因此 ， 
FCS f(z) = + 于 > 三 [1 一 (- D)"]oos 一 
n=1 7 


_L 4 > vs (K+ Drz 
ot ET 下 
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由 上 述 的 命题 2 和 第 4.2 节 的 定理 3 得 知 FCS f(x) = 无 (z). 因此 , FCS f(z) 
的 图 像 与 fe(z) 的 图 像 相 同 (参看 图 5). 


图 5 


这 时 级 数 (12) 一 致 收敛 , 因 可 直接 从 系数 以 n-? 衰减 推 得 . 或 者 , 定理 2( 定 理 
2 不 需要 像 定理 1 中 需要 的 f(0) = 0) 保证 一 致 收敛 , 或 可 利用 第 4.2 节 的 定理 
4, 因 fe(z) 是 连续 分 段 C1 函数 且 fe(--L) = fe(L). 口 
例 2 求 flz)=sinz [0<z<L 的 Fourier 余弦 级 数 , 并 对 -2x < zx < 27 
草 绘 FCS f(z) 的 图 像 . 
解 利用 Green 公式 来 计算 an， n = 2, 3, 4,…， 


an 一 了/ j(z) cos(nz)dz = 2(f,cn) = -5(/, cn) 


= -a (f(s) lz) = f(a)en(o))l + en) 
=——5((-D)" +1] (fen)) = -5((-D)" +1- Tan). 


nn2 


因此 , n?2an = 一 2(( 一 1)* 十 1) 十 an, 解 出 a,, 得 


= 二 2 人 一 DD” + 1) n= 2,3,4,..-. 


n(n? — 1) 


分 别 计算 表明 ao = 4 和 al = 0. 于 是 ， 


FCS f(z) 人 nt i - + le a cos(2kz). (13) 


FCS f(x) 和 天 (z) 的 图 像 重 合 (参看 图 6). 
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VG NAR 
- 
图 6 


当然 , f(z) 的 Fourier 正弦 级 数 就 是 sin x， 为 什么 可 能 需要 的 是 余 蓄 级 数 
而 不 是 简单 得 多 的 正弦 级 数 的 一 个 理由 是 :f(z) 可 能 是 两 个 端点 是 绝热 的 杆 中 
的 初始 温度 分 布 , 在 这 种 情形 需要 用 函数 cos(nz), n = 0, 1,2,… 的 线性 组 合 来 
逼近 f(z). 口 


回忆 一 下 (参看 第 3.3 节 的 习题 3) 以 下 问题 


D.E. w=kuzz, Or<L, t>0. 
B.C. wu(0,t)=0, wz(L,t)=0; (14) 
LC. wl(z,0)= f(z), 


其 中 在 端点 > = 0 保持 为 零 , 在 端点 z = 工 为 绝热 , 我 们 已 求 得 如 果 f(z) = 
DN cn sin ss， 则 wlz,t) = DN cne— Mkt sin(Mr), Mn = tr. 因此 ， 
对 问题 (14), 希望 用 函数 sin @+ 因 ,不 是 sin = 的 线性 组 合 来 通 近 f(z). 形 
式 上 , 不 必 从 零 开始 发 展 一 整个 以 sin Ce+ 和 rz 表示 的 Fourier 级 数 新 理论 . 的 确 ， 
我 们 可 以 下 面 方 法 从 老 的 理论 得 到 该 新 理论 . 


| 0<z<L, 
f(Q2L-7z) Lg<r<2L. 


从 绘画 上 来 看 , fe(z) 的 图 像 是 通过 在 过 垂直 直线 = = 工 反射 f(z) 的 图 像 获得 ， 
如 在 图 7 中 所 示 . 

由 于 这 个 理由 , 我 们 称 f*(z) 为 f(z) 关 于 x = 工 的 偶 延 拓 ( 与 fe(z) 对 比 ， 
fe(z) 是 早先 考虑 的 关于 0 的 偶 延 拓 )， 我 们 现在 证 明 关于 f(z) 用 sin 全 + 
表示 的 级 数 是 通过 对 f*(z) 在 区 间 [0,2L] 上 取 通 常 的 Fourier 正弦 级 数 获 得 . 在 
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fx) 


图 7 
习题 7, 要 求 读者 叙述 和 证 明 关于 用 cos t+ 和 zz 表示 的 级 数 表示 的 类 似 定理 . 


定理 3 fe(z) 在 [0,2L] 上 的 Fourier 正弦 级 数 由 下 式 给 出 


oo 1 
FSS f°(z) = Den sin es 
n=0 


其 中 | 
p+ 全 

“=7/ nan CE n=0,1,2,.... 
Lh L 


如 果 f(z)[ 因 此 f*(z)] 是 分 段 C1 的 , 则 


(17) 


FSS f°(z) = { 


$f°(27) + f(zt), 0<z<2, 
0， z=0 或 z=2L. 


特别 , 对 0< z< 工 ,有 


#[f*(z-)+ jfe(z+)]， 0< 了 二 万 
FSS f°(z) = 0 i 
f(L-), 必 


此 外 , 如 果 f(z) 是 分 段 C1 和 连续 的 , 且 f(0) = 0, 则 FSS fe(z) 的 部 分 和 
SN(z) 在 [0, 上 一 致 收敛 到 f(z). 
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证 明 由 定义 , 定义 在 [0,27] 上 的 f*(z) 的 Fourier 正弦 级 数 由 以 下 给 出 
2L 
FSS f°(z) = Dsin 2 其 中 bx = 艺人 fe(z)sin rs 


为 证 明 (15) 和 (16), 必须 证 明 


a cn; k=2n+l1, n=0,1,2,... 
Eo k=2n n=0L2... 


注意 到 当 = 2n 十 1 时 , sin 如 2 = sin ( 叶 起 玫 . 先 证 明 对 上 是 偶数 , 比如 = 2n， 
有 bk = 0. 的 确 ， 


nATI 


= "=? f(x)sin = 0， 
因 sin 到 = 关于 z = 工 是 奇 的 , 上 且 f*(z) 关于 z = 工 是 偶 的 ( 即 , 由 此 得 乘积 关 
于 z = 工 是 奇 的 ， 积分 为 零 ). 另 一 方面 , 对 大 = 2m 十 1， sin (e+) 关于 rz = 工 
是 偶 的 , 由 此 , 得 
2L 
bon+1 = zi/ f°(7)sin 一 一 一 一 性 2[ f(x)sin 


于 是 得 (15) 和 (16). (17) i 1 得 到 , 而 由 注意 到 3[f*(L-) 十 f*(L+)] = 
f(L-), (18) 直接 从 (17) 得 到 . 最 后 , 用 f(z) 来 替换 f*(z), 一 致 收敛 的 叙述 立 


(n (n tro 一 on 


刻 从 定理 1 得 到 . 口 
例 3 令 f(z) =z(2L 一 z), 0< zg<L. 求 f(z) 以 下 形式 的 级 数 表 示 
FT) = Dosin Va (19) 


该 级 数 一 致 收敛 吗 ?如 果 截 取 该 级 数 , 估计 由 此 产生 的 误差 . 
解 根据 定理 3, 具 由 (16) 定义 的 cn 的 级 数 (19) 在 [0, 刀 上 一 致 收敛 到 
f(z), 因 f(z) 是 分 段 C1, 连续 和 f(0) = 0. 利用 Green 公式 计算 系数 cv 如 下 : 


2 /rt (n+#)nzr 2 六 
-72/ jz)sn 一 一 dr = 7(f,sn+y) = — zn 


-a (3 0) = st3 (0) (OE + (sun) 


2L <，，(n 十 二 rz 
Sa 2sin 7 dz) 


4L2 {m 十 2)rz 7 4L? 
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令 Sw(z) = 并 ML cn sin tmz ,对 [0,Z] 中 所 有 的 z, 有 


4L? LIL? 1 
-sn 2 ml) 本 汪汪 -页 
此 对 截取 Sw(z) 提供 了 一 致 的 误差 估计 . 口 
形式 解 和 精确 解 


在 下 面 的 例子 中 , 我 们 说 明 在 初始 温度 分 布 不 像 在 第 三 章 中 假设 的 是 正弦 
和 余弦 函数 的 有 限 和 的 情形 , 热传导 问题 解 的 各 种 Fourier 级 数 表 示 的 利用 (可 
能 是 误 用 ). 

例 4 试 求 以 下 问题 的 精确 解 


DE. w=us, OT<Lb, t>0: 
B.C. w(0,t) =0, wl(L,t) = 0; (20) 
LC. w(x,0)= z(L— 27). 


尝试 虽然 f(z) = z(L 一 z)[0 < z < 工 | 不 是 函数 sin 又 2 的 有 限 线 性 组 合 ， 
但 由 定理 1 得 知 在 [0, L] 上 FSS f(zx) = f(z). 利用 Green 公式 或 经 两 次 分 部 积 
分 可 计算 f(z) 的 Fourier 正弦 系数 . 对 [0, 刀 中 的 zx, 有 


f(z) = FSS f(z) = ty in Ct i. (2 


这 里 我 们 要 断言 


aI2 2 e—[2k+1]? "2t/L? 9k + 1)nr 
ul(z, t) 一 A 2 < GR+I) sin 全 (22) 


是 (20) 的 解 . 虽然 (22) 显然 满足 B.C. 和 IC., 但 对 0<z<L 和 t>0, (22) 不 
是 满足 D.E. 的 C2 函数 . 的 确 , 注意 到 vcz(0,0) = f”(0) = -2; 而 wi(0,0) = 0， 
u(0,t) 三 0. 因此 , 在 (0,0) 处 wi 关 wzz, 即 在 t=0 时 D.E. 在 z= 0 处 不 满足 . 
实际 上 , 问题 (20) 没有 定义 在 带 形 0 < xz < L, t > 0 上 的 C? 解 , 因 我 们 刚才 看 
到 IC. 和 B.C. 与 D.E. 在 (zx,t) = (0,0) 处 相 冲 突 . 这 里 , 我 们 还 见 到 无 穷 项 释 
加 原理 不 成 立 的 例子 . 的 确 , (22) 的 每 项 满足 D.E., 但 整个 和 不 满足 D.E.! (22) 
在 (z, = (0,0) 也 不 是 C2 的 , 因为 uzz(0+,0) = 一 2, 而 wzz(0-,0) = f7(0) = 2， 
因 fo(z)=z(z+1L), ~L<zrg0. 口 
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注 记 在 上 述 例子 中 , 我 们 试图 通过 以 Fourier 级 数 的 适当 类 型 (例如 ，(21) 
的 类 型 ) 展开 初始 温度 和 置 人 依赖 时 间 的 指数 修正 因子 (例如 , 像 (22) 的 做 法 ) 
来 得 到 热 问题 的 解 . 我 们 已 经 看 到 导致 的 无 穷 和 wu(z,t) 未 必 是 问题 的 解 . 的 确 ， 
可 能 不 会 有 一 个 C? 的 解 . 然而 , 我 们 把 这 种 无 穷 和 称 为 问题 的 形式 解 . 更 精确 
地 , 我 们 叙述 以 下 的 定义 . 


定义 ” 任 给 一 个 热 方程 的 初 边 值 问题 , 由 以 初始 温度 的 Fourier 级 数 适 当 形 
式 (取决 于 B.C.) 经 置信 依赖 时 间 的 指数 修正 因子 得 到 的 表示 式 u(z,t) 成 为 


问题 的 形式 解 .( 更 精确 地 , 术语 “形式 ”表明 任 一 可 能 未 被 证 明 的 或 无 法 证 明 
的 似是而非 的 结果 或 过 程 .) 


在 许多 情形 , 形式 解 当 上 > 0 时 确实 满足 D.E., 但 证 明 起 来 相当 困难 , 即使 由 于 

初始 温度 不 是 C2 的 , 在 t= 0 时 它 不 满足 D.E.. 我 们 在 第 七 章 将 要 证 明 它 . 经 

常 地 , 如 果 在 一 个 充分 大 的 项 后 面 截取 形式 解 , 然后 得 到 在 任 一 指定 误差 之 内 满 

是 1.C. 的 D.E. 和 B.C. 的 精确 解 , 这 是 在 应 用 中 所 需要 的 . 换言之 , 确定 一 个 形 

式 解 是 否 是 严格 意义 下 的 解 (例如 , 它 是 否 是 D.E. 的 C2 解 ) 可 能 只 是 数学 上 

的 兴趣 . 口 
例 5 求 下 面 问题 的 形式 解 


DE. uwu=kuzz, OTA, t>0; 
B.C. wz(0,t)=0, wzr(7,t) = 0; (23) 
LC. wl(z,0)= sinz. 


通过 截取 形式 解 求 在 实验 误差 0.01 之 内 满足 IC. 的 D.E. 和 B.C. 的 解 . 该 问 
题 存在 对 所 有 的 (z,t), 0< xz < 7, t> 0 是 0? 的 精确 解 吗 ? 

解 从 B.C. 得 知 (参看 第 3.3 节 的 例 1), 应 把 sin z(0 < x < 7) 展 成 余弦 级 
数 . 由 定理 2 和 例 2, 有 


pag .2 _ 4 cos(2nz) 
sinz = FOS sinz = =— Rl 0O<zg. (24) 
则 | (23) 的 形式 解 是 
2 4 _gn2p cos(2nz) 
Me py) 
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问题 (23) 不 存在 C? 解 ， 因 为 由 LC., wz(0+,0) = cos0 = 1, 而 由 B.C.， 
uz(0,0+) = 0( 即 , 在 (0,0) 处 , B.C. 与 IC. 相 冲 突 ). 特别 , (25) 不 是 严格 意义 下 的 
解 . (25) 中 wu(z,t) 的 NN 项 部 分 和 级 数 , 即 wn(z,t) = 2 一 45 e-4n?kt cos(2ng) 
是 D.E. 和 B.C. 的 精确 (的 确 , 是 C™”) 解 , 且 


4 之 1 4 /1 dz 1, ,2N+1 
lun(z,0) — sinz| < 一 mi<s/ 一 一 一 一 二 jn( )， 
De nN 472—-1 7 ‘2N-1 
此 当 N > 32 时 小 于 0.01. 口 


例 6 求 下 面 问题 的 形式 解 


DE. ut=urr, OrT&n, t>0; 
B.C. w(0,t)=sint, wl(7,t)= 0; 
LC. wu(z,0)=0. 
解 我 们 应 用 第 3.4 节 涉 及 Duhamel 原理 的 方法 , 并 处 理 以 形式 方式 出 现 


的 无 穷 和 . 容易 求 得 B.C. 的 一 个 特 解 为 w(z,t) = (1 一 王 ) sint. 对 函数 v(z, = 
u(z,t) — w(z,t) 的 相应 问题 是 


D.E. ve: — Vrz = Us — Uzz — Wi + Wrz = (E— 1)cost; 
B.C. wvw(0,t)=0, vw(7,t)=0; (26) 
LC. wvw(z,0) =v(z,0) 一 ww(z,0) = 0. 


形式 利用 Duhamel 原理 (参看 第 3.4 节 的 定理 1), 得 
v(x,t) =/ Vv(Z,t — s; s)ds, (27) 


其 中 V(z,t;s) 是 以 下 相关 问题 的 形式 解 


DE. =%z, OT t>0; 
B.C. i(0,t;s) =0, vn,t;s) =0; (28) 
LC. v(z,0;s)= (¥—1)coss. 


通过 计算 (# 一 1) coss 的 Fourier 正弦 级 数 , 然后 置 人 依赖 时 间 的 指数 因子 求 得 
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(28) 的 形式 解 . 结果 为 


(7,t;s) 一 一 一 2 coss 32 en tsin(nz). 
ni 
在 (27) 中 利用 这 个 形式 解 (以 t 一。 替换 t) 并 形式 地 交换 求 和 与 积分 , 得 (26) 
的 形式 解 : 


oo 


t 
v(z,t) = -2 2 cos 8 e-™ (ts)qs] sin(nz) 
0 


n=] 


2,—n2t 


__2 > 1 [et talnt De 区 一 一] sin(nz). (29) 
TOIn m4 十 1 me 十 1 
则 原 问 题 的 形式 解 是 


u(7T,t) = (1— =)sint + v(z,t). 


如 果 在 某 个 N > 0 处 截取 v(z,t) 的 级 数 (29), 我 们 得 到 Ce。 函数 vuw(z, 以 及 
相应 的 wn(z,t) = (1 一)sint 十 vnN (2,t). 易 证 ,不论 N 取 什 么 值 , un (z,t) 精确 
地 满足 原 问 题 的 B.C. 和 IC.. 然而 , 计算 表明 


N 
(uN)t — (un)zz = [(1— =) 一 二 sa cost. (30) 


对 任意 0 < z < mr, 括号 内 的 表示 式 当 N 一 co 时 趋 于 0, 因 


以 及 应 用 定理 1. 在 z = 0, 不 管 N 为 何 值 , (30) 变 成 cost, 所 以 在 z = 0, 对 大 
的 N, un(z,t) 将 不 能 (即使 是 近似 地 ) 满足 D.E.. 所 给 问题 没有 精确 解 .( 为 什 
么 ?). 口 

注 记 具 非 齐 次 B.C. 问题 的 形式 解 的 形式 不 是 唯一 的 . 在 例 6 中 , 如 果 选 
取 一 个 不 同 的 B.C. 的 特 解 , 比如 (zx,t) = (1 一 z)3sint, 则 得 形式 为 w(z,t) = 
(1 一 兰 )3sint + 5(z,0) 的 形式 解 , 它 与 原来 的 形式 解 有 不 同 的 形式 . 口 
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概要 4.3 


1. 偶 延 拓 和 奇 延 拓 : ”如 果 f(z) 是 定义 在 fo, 刀 上, 则 f(z) 的 偶 延 拓 f(x) 
是 在 [-L,L] 上 的 唯一 偶 函 数 , 它 在 [0,L] 上 等 于 f(z). 如 果 f(0) = 0, 则 f(z) 
的 奇 延 拓 f。(z) 是 [LL 上 叭 一 的 奇 函 数 , 它 在 [LL 上 等 于 f(z). 


2. Fourier 正弦 级 数 和 Fourier 余弦 级 数 : 如 果 f(z) 定义 在 [0, 工 上 , 则 
f(z) 的 Fourier 正弦 级 数 是 表示 式 


FSS f(z) = Den 和 有 f(z)sin TEdz. (S1) 
f(z) 的 余弦 级 数 是 表示 式 
FCS f(z) = zao 十 > cos -了 ， 其 中 an = 了 / E f(x) cos dz. (S2) 


由 命题 2, 我 们 有 FSS f(z) = FS fo(z) 和 FCS f(z) = FS f.(z). 由 此 , 在 第 4.2 
节 关 于 Fourier 级 数 的 收敛 定理 可 用 来 证 明 Fourier 正弦 级 数 和 Fourier 余弦 级 
数 收敛 定理 (参看 定理 1 和 定理 2). 


3. 其 他 Fourier 级 数 和 延 拓 : 如果 定义 在 [0, L] 上 的 函数 f(x) 延 拓 成 定义 
在 [0,2Z] 上 的 函数 f*(z), 使 得 fe(z) 关于 工 是 偶 的 , 则 (参看 定理 3) 


oo 了 7 
FSS f°(7) = >》 ”cn sin C+ as 其 中 :6 二 zh/ i (n + re a. 
(S3) 
这 种 变形 的 级 数 可 用 来 表示 具 B.C.u(0,t) = 0 和 ws(L,t) = 0 杆 的 初始 温度 函 
数 f(z)( 也 参看 习题 7). 


4. 形式 解 : 在 具 标准 B.C. 热 方程 的 初 边 值 问 题 中 , 如 果 写 出 初始 温度 f(z) 
的 Fourier 级 数 的 适当 类 型 , 且 置 人 依赖 时 间 的 指数 修正 因子 , 则 导致 的 表示 式 
u(z,t) 称 为 形式 解 . 形式 解 可 能 不 是 严格 意义 下 的 解 , 因 D.E. 的 乘积 解 的 无 穷 
和 可 能 不 是 满足 D.E. 的 C? 函数 (参看 例 4). 换言之 , 释 加 原理 对 无 穷 和 不 总 
是 成 立 的 . 通过 在 有 限 项 后 截取 形式 解 , 得 到 D.E. 和 B.C. 的 精确 解 . 这 种 有 限 
和 将 在 一 个 实验 误差 之 内 满足 LC., 只 要 初始 温度 函数 f(z) 的 适当 Fourier 级 
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数 一 致 收敛 到 f(z), 且 考 虑 充分 多 的 项 . 在 这 种 意义 下 , 形式 解 的 有 效 性 问题 在 
应 用 上 不 是 一 个 严重 的 问题 , 虽然 这 种 问题 在 第 七 章 得 到 解决 . 对 非 齐 次 B.C. 
问题 , 形式 解 的 形式 取决 于 B.C. 的 特 解 的 选取 . 


练习 4.3 


1 


2 


~ 


验证 命题 1 前 的 有 关 偶 函数 和 奇 函数 的 基本 事实 (A) 一 (E). 


. 证 明 任 意 定义 在 [一 己 , 刀 上 的 郴 数 f(z) 可 写成 一 个 偶 函 数 与 一 个 奇 函 数 的 和 . 


提示 假设 f(z) = g(z) + hz), 其 中 g(z) 是 偶 的 , h(z) 是 奇 的 . 则 以 f(z) 和 
f(z) 同时 对 g(z) 和 h(x) 解 方程 f(z) = 9g(z) + hz) 和 f(z) = g(z) 一 h(z). 然 
后 检验 g(z) 是 偶 的 , h(z) 是 奇 的 . 


. 假设 f(z) 和 f'(z) 定义 在 [一 工 ,也 上 , 证 明 如 果 f(z) 是 偶 的 , 则 f(z) 是 奇 的 , 反之 


亦 然 . 


. 令 f(r)=7z,0<zrg<L. 


(a) 计算 Fourier 余弦 级 数 FCS f(z). 
(b) 计算 Fourier 正弦 级 数 FSS f(z). 
(c) 绘 出 FCS f(x) 和 FSS f(z) 在 -3L < zx < 3L 上 的 图 像 . 
提示 (关于 (c)) 如 在 例 1 中 使 用 的 符号 , 对 所 有 z, 有 FCS f(z) = 元 (z) 和 
FSS f(z) = fo(z). 


。 对 以 下 情形 重复 习题 4: 
{a) f(z)=1, Og<z<gL. (b) f(z)=¢cosxz, 0O0<zgn. 
. 在 习题 4 中 , 其 中 f(z) = zx (0 < z < 工 ), 解释 为 什么 FCS f(z) 在 [0, 刀 上 一 致 收敛 


到 f(z), 而 FSS f(z) 却 不 是 . 
提示 参看 定理 1 和 定理 2 的 证 明 . 


. 令 f(z) 定义 在 [0, L] 上 , 在 [0,2L] 上 由 下 面 定义 f°(zx) 


f(z), OszgL; 
f°(z)= 4 0, z=L; 


—f(2L—7), L<xz<2L. 


叙述 和 证 明 关 于 FCS je(z) 的 定理 3 的 类 似 结论 . 在 热 问题 中 , 哪 种 B.C. 要 求 用 到 
FCS f°(2)? 
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8. (a) 求 以 下 问题 的 形式 解 
D.E. Ut 三 Rsss =- 和 了 二 i， t > 0; 
B.C. au 人 (一 加 = u(r,t), ur(—7,t) = uzr(7,t); (*) 
LC. tuw(z,0) = z2. 
(b) 证 明 问 题 (+) 会 没有 在 -r+<z<7 和 t>0 上 是 C? 的 解 . 然而 , 证 明 存 在 在 任 
意 指定 误差 e > 0 之 内 满足 I.C. 的 D.E. 和 B.C. 的 C™” 解 . 
提示 考虑 wz( 土 ,0). 
9. (a) 求 下 向 问题 的 形式 解 
DE. w=kuz, Orzgl1, tO0; 
B.C. ww(0,t)=0,， wl(l,t) =0; 
I.C. w(x,0) = f(z) = 1 i 
1— TI， 2 
(b) 如果 ”wi(z,t) 由 对 形式 解 的 每 项 关于 t 求 导 形式 计算 ， 则 证 明 导 致 
ut( 雪 ,0) = 一 00 的 结果 . 由 考虑 通过 中 心 在 zx = 寺 的 小 区 间 两 端的 热流 来 对 这 一 结 
果 提 供 物理 解释 . 
10. (a) 求 下 面 问题 的 形式 解 


D.E. ut 一 kuzz, 0 <T< 7, t 之 0; 
B.C. w(0,t)=0, wz(7,t) = 0; 

0, 
1 


$ 


LC. w(x,0) = f(z) = { 


(b) 该 形式 解 在 z = 也 处 满足 L.C. 吗 ? 为 什么 不 满足 ? 
提示 参看 定理 3. 
(c) 如 果 重 新 定义 f(3) = 3, 并 在 N 项 处 截取 形式 解 ， 对 大 的 N, 该 截取 的 函数 
un (Zz,t) 可 能 确保 满足 lwn (zx,0) 一 f(z)| < 0.1 吗 ? 为 什么 不 能 ? 
11. 求 以 下 问题 的 形式 解 
DE. w=kuz, OgrT<1, t>0; 


B.C. wu(0,t)= -1l, wz(l,t)=1; 
LC. wl(z,0)=0. 
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15, 


16. 
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求 以 下 问题 的 形式 解 
D.E. Ut 一 kuzz, 0 站 下 :和 10， t> 0; 
B.C. wz(0,t)=2, uz(10,t) = 3; 
ILC. wl(7z,0)= 

求 以 下 问题 的 形式 解 
DE. w=kuz, Og<r<7, t>0; 
B.C. wuz(0,t)=2, u(r,t)=1—e!; 
I.C. w(x,0)=7cos 这 . 

提示 ”如 同 例 6, 利用 Duhamel 原理 . 
(a) 从 (24) 回忆 到 sinz = 2 一 和 >| 7 Cos(2nz), 0 < x < rt. 两 边关 于 工 求 导 


(右边 逐 项 求 导 ), 并 令 x = 0. 推断 一 个 无 穷 和 的 导数 不 总 可 以 由 逐 项 求 导 来 计算 . 
(b) 证 明 cosz, 0 < zx < 的 Fourier 正弦 级 数 可 由 ((a) 部 分 )sin z 的 Fourier 余弦 级 
数 逐 项 求 导 获得 .( 可 以 用 习题 5(b) 的 解答 .) 在 z =0 和 zz =,FSS cosz =cosz 吗 ? 
如 果 0 < z <7 会 怎么 样 ? 
(c) 证 明 对 0 < xz < 7, sinz 的 Fourier 余弦 级 数 不 能 由 cos z 的 Fourier 正弦 级 数 逐 
项 求 导 得 到 . 

注 记 ”(b) 部 分 和 (c) 部 分 的 不 同 结果 在 习题 15 中 解释 . 
Fourier 级 数 的 导数 
(a) 证 明 如 果 f(z) 是 [一 五 , 刀 上 连续 和 分 段 C! 的 , 且 fj- 万 = 万, 则 f(x) 的 
Fourier 级 数 可 由 FS f(z) 逐 项 求 导 得 到 . 

提示 “分 部 积分 隐 含 主人 f(z)cos 于 zdz = (这) 二 六 f(z) sin 2dr， 和 
Ef f(z)sin edz = 一 (至 ) 革 人 je 号 sdz， 注 意 到 如 果 f(z) 是 分 段 C1 
但 不 是 连续 的 , 分 部 积分 一 般 不 成 立 (为 什么 ?). 


(b) 根据 (a) 部 分 , 通过 考虑 sin zx 的 连续 偶 延 拓 和 cos x (0 < z < 工 ) 的 连续 奇 延 拓 来 
解释 习题 14 中 (b) 和 (c) 部 分 的 结果 . 

Fourier 级 数 的 积分 

(a) 证 明 如 果 f(z) 是 [-L, 上 分 段 连续 , 且 /了 f(z)dz = 0, 则 它 的 原 函 数 G(z) = 
后 f(z)dz 是 连续 和 分 段 C! 的 , 且 G(--L) = G(L). 从 习题 15 的 (a) 部 分 直接 推 
断 FS f(z) 可 由 FS G(z) 的 逐 项 求 导 得 到 , 于 是 (除了 相差 一 个 常数 项 )FS G(z) 可 由 
FS f(z) 的 逐 项 积分 得 到 .FS G(z) 的 常数 项 去 三 G(z)dz 必须 分 别 计算 . 

(b) 利用 (a) 部 分 的 方法 , 由 FS z(- 碾 入 z 世 也) 求 FS zx2. 


17. 


18. 
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(c) 假设 略 去 FS z?(-L < z < 工 ) 中 的 常数 项 , 积分 FS f(z) 中 的 其 他 所 有 的 项 . 什么 
函数 有 以 此 生成 的 级 数 作为 它 的 Fourier 级 数 ? 

Wirtinger 不 等 式 令 f(z) 是 定义 在 [-L,L 上 的 连续 分 段 C1 函数 ， 使 得 
fo f(z)dr =0 和 f(-L) = f(L). 

(a) 利用 习题 15(a) 和 Parseval 等 式 证 明 


L 2 I? L 了 
/ f(z) dr < = / f(z)*dzr (Wirtinger 不 等 式 )， 
a 开 SE 


等 式 仅 在 f(z) = al cos 至 二 bsin 至 ( 即 an = b, = 0, n> 2) 时 成 立 . 

(b) 如 果 f(z) 在 [0, 刀 上 有 定义 和 分 段 C! 的 , 县 f(0) = f(L) = 0, 则 证 明 积分 下 
限 以 0 替换 一 L，Wirtinger 不 等 式 成 立 . (关于 相关 的 不 等 式 , 参看 [Beckenbach 和 
Bellman, 第 五 章 ] 以 及 其 中 的 参考 文献 .) 

等 周 不 等 式 ” 这 里 我 们 利用 习题 17 的 Wirtinger 不 等 式 来 证 明 : 一 “充分 好 的 ”长 度 为 
2r 的 封闭 曲线 所 围 最 大 面积 为 "(等 周 不 等 式 ), 其 中 等 式 只 在 圆周 的 情形 成 立 . 假设 曲 
线 由 周期 为 2r 的 周期 C7 函数 z(t), y(t) 参数 表示 , 具 单 位 速度 ( 即 Vx’(t)? 十 y(t)? 三 
1). 还 假设 曲线 的 重心 在 原点 ( 即 [z(t)dt = [y(t)dt = 0). 令 r(t) = z(t)i+y(t)i 
和 |r(t)| = Vz(t)? 十 y(t)?， 假设 r(t) 关 0 以 及 从 r(t) 到 r'(t) 的 角度 alt) 满足 
Oga(lt)<n. 

(a) 证 明 由 曲线 所 围 的 面积 是 4 = /" 雪 |r(t)|sin(a(t))dt, 其 中 a(t) 是 从 r(t) 到 rr'(t) 
的 角度 .( 画 一 个 以 位 置 向 量 r(t), r(t 十 Ai 和 0 的 端点 为 顶点 的 “三 角形 ”面积 元 素 的 
图 .) 

(b) 利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (f,g)? < ||fll*llgll*( 参 看 第 4.2 节 的 习题 10) 证 明 
A? < Jr fr(t) ldt( f(t) = # sin(a(t)) 和 g(t) = |r(t))). 

(c) 利用 (b) 部 分 和 Wirgtinger 不 等 式 (参看 习题 17) 推导 


LL 
42 < 2 / Ir(t)l?at = 2 / z(t)? + y(t)?dt < 5 上 |r (dt = 2. 
—” 一 一 丰 


(d) 证 明 仅 在 是 圆周 情形 时 4 = x.( 注 意 到 如 果 sin(a(t)) 关 1, 上 述 的 不 等 式 中 有 一 个 
是 严格 的 .) 
注 记 (1) 更 多 的 有 关 等 周 不 等 式 参看 [P6lya 和 Szeg6,1951] 和 [Osserman,， 
1978] 以 及 其 中 的 参考 文献 . 
(2) 在 [W.Blaschke, 1916] 中 证 明了 如 果 工 是 等 边 n 多 边 形 的 长 度 (但 不 必 内 角 
相等 ), 所 围 的 面积 4, 则 
D> hntan = . 4. 


当 n 一 oo 时 , 我 们 得 到 对 可 用 这 种 多 边 形 任意 通 近 的 曲线 和 它 所 围 区 域 ,有 L? > 4r4. 
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84.4 Sturm-Liouville 理论 


在 第 三 章 以 及 后 面 的 章节 , 分 离 变量 法 用 来 获得 满足 初 边 值 问题 的 D.E. 和 
B.C. 的 乘积 解 . 这 种 方法 引出 一 个 涉及 常 微 的 新 边 值 问题 , 本 节 的 目的 就 是 研 
究 这 些 问 题 . 例如 , 在 以 下 初 边 值 问题 的 情形 分 离 变量 过 程 中 ， 


DE. w=kurz, Og<z<L, t>0; 


B.C. w(0,t)=0, wl(L,t)=0; 
IC. wu(z,0)= f(z), 


其 中 满足 (1) 的 D.E. 和 B.C. 的 乘积 解 (zx,t) = XX(z)T(t) 引出 问题 


D.E. X’“(z)+AX(z)=0, Og<z<L 
B.C. X(0)=0, X(L)=0, 


其 中 和 表示 分 离 常数 .如果 在 杆 的 材料 随 截面 变化 的 情形 考虑 热 方程 的 推导 
(参看 第 3.1 节 ), 我 们 得 到 一 个 更 一 般 的 边 值 问题 . 因此 , 如 果 杆 的 线 密度 D, 杆 
的 比 热 C 和 杆 的 热传导 率 K 是 z 的 函数 , 则 得 (参看 第 3.1 节 的 习题 10) 偏 微 


(2) 


ClzjDlzju = 区 (K(zjua) (3) 
另外 , 如 果 人 允许 一 个 形 如 Q(z)u(z,t) 的 热源 , 则 我 们 得 到 以 下 的 来 替代 (3) 
D.E. C(z)D(z)u = 训 (K(z)us) + Q(z)u. (4) 
设 杆 的 端点 在 z = a 和 z=b, 考虑 齐 次 B.C.: 


BC. { ciu(a,t)+ couz(a,t) =0 (c+c0), (5) 
cau(b,t)+cauz(b,t)=0 (c+c? #0), 

其 中 c1, cz, cs 和 ca 是 实 常 数 . 关于 这 种 B.C. 的 物理 解释 , 参见 第 3.3 节 的 最 后 

部 分 . 把 u(z,t) = XX(z)T(t) 代入 (4), 由 变量 分 离 , 得 


d 1 
Tr_ EKX) 0 


元 = CDX TCD 一 一 (6) 
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其 中 入 是 常数 . 特别 , 我 们 得 到 D.E. 
(KK) +(@+ACD)X =0. (7) 


设 g(z) = C(z)D(z) 和 9(z) = Q(z), 并 利用 B.C.(5), 得 


D.E. IK(z)X'(z)] + (g(x)+ Mg(z))X(z)=0, asgsz<}b; 


8 
B.C. ciX(a)+coX’(a)=0, csX(b)+caX’(b)=0. ® 


其 中 假设 在 [a,b] 上 K(x) > 0, g(x) > 0, 且 q(x), g(x), K’(z) 和 X”(zx) 
在 [a,] 上 是 连续 的 . 边 值 问题 (8) 称 为 Sturm-Liouville 方程 ，[ 法 国 数学 家 
Joseph Liouville(1809 一 1882) 是 第 一 位 通过 解 等 价 的 积分 方程 来 求解 边 值 问题 
的 ，Jacques Charles Francois Sturm(1803 一 1855) 是 瑞士 数学 家 , 他 与 Liouville 
合作 研究 边 值 问题 .] 


定义 ”(8) 中 的 D.E. 称 为 Sturm-Liouville 方 程 . 使 存在 非 平凡 解 ( 即 XX 半 
0) 的 参数 和 的 值 称 为 问题 的 特征 值 ，(8) 对 应 的 非 平凡 解 X(z) 称 为 相应 于 


该 特征 值 的 特征 函数 . 问题 (8) 也 称 作 特征 值 问题 . 


注 记 因 (8) 的 D.E. 和 B.C. 都 是 齐 次 的 , 故 不 论 和 为 何 值 , 平凡 函数 
X(z) = 0 满足 (8). 然而 , 如 将 看 到 的 , 对 大 多 数 和 的 值 , 唯一 的 解 是 该 平凡 解 . 
例如 , 在 第 3.1 节 我 们 发 现 (2) 只 有 当 和 = (TF n 二 1,2,3,.…. 时 (注意 到 在 
第 3.1 节 用 了 符号 X。 表示 了 了) 才 有 非 平 凡 解 . 对 应 于 特征 值 A。 的 特征 函数 
具有 形式 Xn(z) = An sin n 二 1,2,3,.…, 其 中 4;, 是 任意 非 零 常数 (参看 
下 面 的 例 1). 特征 值 问题 (2) 易 解 , 因为 我 们 不 仅 能 显 式 地 解 出 D.E. 也 能 解 出 
sin(LYA) = 0. 然而 , 一 般 不 能 求 出 Sturm-Liouville 问题 的 特征 函数 和 特征 值 
的 显 式 公式 . 虽然 显 式 解 很 罕见 , 然而 在 本 节 我 们 将 建立 (8) 的 解 的 一 些 定性 性 
质 . 口 
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特征 值 和 特征 函数 的 性 质 
习惯 上 用 应 变量 y 来 代替 (8) 中 的 X. 因此 , (8) 成 为 


DE. LIK(z))+ (qr) + Ag(z)y(z) = 0， ass 


{0 +c2y(a)=0 (d+#0), 
cay(b) + cay(b) =0 (c+c#0). 


其 中 我 们 假设 K'(z),g(7z),g(z) 和 wy"(z) 在 [a,9] 上 连续 , K(z) 和 g(z)® 在 [oa 
上 是 正 的 . 

注 记 问题 (9) 与 第 一 章 的 初 值 问 题 不 同 . 线性 二 阶 常 微 初 值 问题 的 解 要 
求 在 一 个 值 满足 两 个 条 件 (例如 , y(zo) = yo 和 yW(zo) = 刀 ). 为 方便 起 见 , 我 们 
叙述 以 下 在 [Simmons, 第 十 一 章 ] 中 证 明 的 存在 和 唯一 性 定理 . 口 


定理 1( 初 值 问题 的 存在 性 和 了 崔 一 性 ) 令 P(z),Q(z) 和 R(z) 在 [a,9] 上 连 
续 . 如 zo 是 该 区 间 内 的 点 ,yo 和 y1 是 任意 实数 , 则 初 值 问题 


3 


D.E. + P(z) YW 上 Oojy = R(z); 


I.C. a en 


在 [a,8] 上 存在 唯一 的 解 . 


在 边 值 问 题 情形 中 , 解 y(z) 必须 满足 在 不 同 的 两 个 xz 值 上 的 条 件 . 例如 ， 
对 多 +%= 0, 边 值 条 件 可 由 y(0) = 08 和 y(L) = 1 给 出 . 但 这 样 的 问题 未 必 有 
解 . 事实 上 , 如 果 L = 2r, 该 问题 无 解 (参看 习题 4 和 习题 5). 下 面 关于 Sturm- 
Liouville 问题 的 存在 性 定理 的 证 明 在 高 等 教科 书 (例如 , [Rubinstein, p.173]) 中 . 


中 原文 误 为 q(z). 一 一 译 者 
@ 原 文 误 为 y(z) = 0. 一 一 译 者 
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然而 , 在 定理 9 的 证 明 以 及 在 其 后 面 的 注 记 中 我 们 将 给 出 论证 的 梗概 . 


定理 2(Sturm-Liouville 问题 (9) 的 特征 值 的 存在 性 ) Sturm-Liouville 问 
题 (9) 有 无 穷 多 个 特征 值 , 它们 可 以 增加 次 序 排列 Xi < Xa <… < 和 Mn<…， 


并 有 1lim An = 00. 对 应 于 A 的 特征 函数 2n(Z) 在 (a, b) 内 正好 有 nl 


为 激发 本 节 后 面 的 结果 , 我 们 先 考 虑 几 个 例子 . 
例 1 确定 以 下 Sturm-Liouville 问题 的 特征 值 和 特征 函数 


D.E. w+MW=0, Og<zr<L 


B.C. y(0)=0, vy(L)=0. Bg 


解 首先 注意 到 , 如 果 K(x) 三 1, g(x) 三 0, g(z) 三 1 a=0,b=L,c= 
1, cz=0, cs = 二 1 和 ca = 0, 则 (9) 简化 成 (10). 考虑 三 种 情形 : 入 > 0, 入 = 0 和 
入 < 0. 但 如 果 入 =0 或 入 <0, 则 (10) 的 唯一 解 是 y(z) = 0( 参 看 第 3.1 节 ), 它 
不 是 特征 函数 . 如 果 入 > 0, 则 D.E. 的 通 解 是 


y(z) = 4sin(zVA) 十 再 cos(zV 和 》). (11) 


由 B.C., 得 y(0) = B8=0 和 wy(L) = Asin(LVA) = 0. 因 要 非 平凡 解 , 故 4 尖 0， 
且 令 sin(LVNX) = 0, 得 LVX = nn. 因此 , 特征 值 是 和 = A, = ( 字 )?, 对 应 的 特 
征 函 数 yn(z) = 4nsin 一， An #0, n=1,2,3,.... 口 

注 记 对 第 3.1 节 中 热 方程 的 乘积 解 , 符号 “》X” 表示 这 里 的 特征 值 平 方 根 . 
为 避免 混乱 , 可 在 内 心 以 “5” 来 替换 在 第 三 章 出 现 的 “>”. 由 于 数学 本 质 上 在 符 
号 变换 下 是 不 变 的 , 故 不 应 成 为 太 过 于 依附 于 某 个 符号 的 特别 应 用 . 注意 到 在 例 
1 中 (以 及 下 面 的 例子 ), 所 有 实 的 特征 值 都 是 正 的 , 且 当 n 一 co 时 和 一 co( 参 
看 定理 2). 此 外 , yn(z) 在 (0, 工 ) 内 有 nn 一 1 个 零点 , 且 由 Green 公式 , 特征 函数 
(7),y2(7),… 在 [0, ZL 上 是 正 交 的 . 下 面 的 定理 5 建立 了 一 般 问题 (9) 的 正 交 
性 结果 . 再 者 , 虽然 在 例 1 和 例 2 中 我 们 不 考虑 复 特征 值 的 可 能 性 , 但 由 下 面 定 
理 7 的 一 个 推论 , 事实 是 没有 复 特征 值 . 口 


例 2 对 特征 值 问题 


DE. y+MW=0, Ogzr<gL,!l< T/2; 


BO: -vO = (O00 YD FD Ee) 
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确定 方程 式 , 它 的 零点 ( 根 ) 是 特征 值 . 
解 如 果 入 =0 或 入 < 0, 则 易 验 证 (12) 的 唯一 解 是 平凡 解 . 如 果 入 > 0, 则 
D.E. 的 通 解 是 
y(z) = Acos(zVA) + Bsin(rVA). (13) 
因 y(z) = VA-4sin(zVA) + Bcos(zVA)), 故 由 第 一 个 B.C. 推 得 4 = BVA. 
结合 第 二 个 B.C., 得 
0= Bl2VAcos(LVA) + (1 — AN)sin(LVA)]. (14) 
因此 , 如 果 B 关 0 和 入 =#1( 注 意 到 在 (12) 中 工 < 2) 则 (14) 化 为 


tan(LVA) = 2 (入 > 0)， (15) 


此 为 所 求 方程 式 . 它 可 数值 或 绘图 近似 求解 (参看 第 3.3 节 的 图 4, 但 由 上 述 的 
注 记 , 和 2 二 和). 注意 到 如 果 人 允许 工 = 7/2( 或 x/2 的 任意 正 奇 整数 的 倍数 ) 的 话 ， 
则 和 = 1 会 是 特征 值 (为 什么 ?). 口 

为 研究 一 般 系 数 不 全 是 常数 的 线性 齐 次 二 阶 D.E., 我 们 引入 二 阶 线性 微分 
算 子 


工 = 人 -十 mn(z) 电 二 mao 016) 


如 果 y 是 某 个 区 间 上 的 C2 函数 , 则 LIy] 定义 如 下 : 


I 团 三 mao)9 十 六 人 型 十 pz (17) 


对 应 的 线性 齐 次 二 阶 常 微 可 写成 Lly] = 0. 当 试图 求解 具 系数 po, pl 和 po 不 都 
是 常数 的 常 微 Lly] = 0 时 , 可 尝试 引入 “积分 因子 ”的 概念 , 在 线性 一 阶 常 微 的 
AS 在 第 1.1 节 , 我 们 发 现 以 积分 因子 m(z) = exp(/ p(z)dz) 相 
乘 把 方程 5 -六 +p(z)y = 0 化 为 以 下 形式 


0 一 mo) 型 十 plz)m(zjy = Ln(a)y. (8) 


受 此 启发 , 在 下 个 例子 中 , 对 二 阶 常 微 工 四 = 0, 我 们 试图 找到 一 个 函数 , 比如 
z= 2z(z), 使 得 zLly] 是 y 和 wy 结合 的 导数 . 
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积分 因子 , Lagrange 恒等式 和 自 共 思 算 子 


例 3 经 形式 计算 , 试图 求 “ 积 分 因子 "z = z(z), 使 得 zLly] 是 y 和 ww 结合 
的 导数 , 其 中 Lly] 由 (17) 给 出 . 
解 为 求 z = z(z), 考虑 「 z(z)Llyjdz, 然后 分 部 积分 


| z(z)Llydz = / Cm 


= (zp2)y — (zp2)'y + ep)var + (zpi1)y (19) 
/| 人 上 2 
合并 (19) 中 的 项 , 得 
/zwar = Gap)y ~ (cpajg+(zpny+ ar (20) 
其 中 
人 (21) 
ey dr dr 
因此 , 如 果 取 z = z(z) 满足 
L*[z] = 0， (22) 
则 由 (20) 关于 z 求 导 , 得 
aL ly] = lap2)y ~ (ap2)y + spyl (23) 
虽然 (23) 是 想 要 的 结果 , 但 确定 z(z) 需要 求解 (22) 中 给 出 的 二 阶 常 微 , 这 可 能 
与 求解 Lly] = 0 难度 相当 . 0 


虽然 求 积分 因子 的 努力 导致 一 个 同样 难度 的 问题 , 但 我 们 将 发 现 算 子 工 和 
L* 间 的 互相 影响 在 获得 Sturm-Liouville 问题 解 的 性 质 中 是 很 有 帮助 的 . 特别 ， 
下 面 的 恒等式 将 用 来 建立 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 的 正 交 性 结果 . 

例 4 考虑 分 别 由 (17) 和 (21) 定义 的 微分 算 子 工 和 工 *. 如 果 po,pi,po,y 
和 z 都 是 C2 函数 , 验证 以 下 恒等式 


Ly -Ll = Cpa(yz ye) + (一 芍 圳 ， 


称 此 为 Lagrange 恒等式 . 
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解 由 (20), 得 
f er -yrds = (py ~ (ap2)y + (api)y. (25) 
因此 , 如 果 (25) 两 边关 于 z 求 导 , 然后 重新 安排 (25) 右边 的 项 , 则 得 Lagrange 
恒等式 (24). 口 


one 恒等式 (24) 提供 了 工 和 工 * 之 间 的 关系 . 在 下 个 例子 中 我 们 考虑 
Lly] = (K(x)Y) 十 gq(z)y 的 情形 . 该 算 子 出 现在 Sturm-Liouville 问题 (9) 的 
D.E. 中 它 可 写 让 Lly] + Ag(z)y =0 的 形式 . 例 5 和 例 6 说 明 这 样 的 算 子 是 具 
有 人 性质 L = L* 的 唯一 算 子 . 
例 5 令 工 ee 
Lly] = ZIK @) 包 2] + q(T)y (26) 


其 中 KK(z) 和 g(z) 满足 (9) i 是 C2 函数 . 求 该 算 子 的 L*. 证 明 这 时 
有 工 = 工 *， 


解 由 展开 式 
LM] = K(2) SE + K's) + qe)y (27) 
与 (17) 比较 , 得 pz(z) = K(z), pi(z) = K'(z) 和 po(z) = g(z). 因此 , 由 (21), 得 
L*[y] = 二 yK(z)) 一 (yk’ (72)) + q(x)y. (28) 
进行 这 些 导数 运算 , 我 们 得 到 对 每 个 C? 函数 y, 有 
Lly] = 开罗 (29) 
这 表明 算 子 工 和 工 * 相等 . 口 


定义 令 工 和 EL* 分 别 表示 由 (17) 和 (21) 定义 的 线性 二 阶 微分 算 子 . 则 L* 
称 为 工 的 共 罗 , 微分 方程 L*[y] = 0 称 为 共 思 方 程 . 算 子 L 称 为 自 共 罗 的 ， 
如 果 工 与 L* 相等 , 即 L = 工 *. 齐 次 线性 二 阶 常 微 称 为 是 自 共 斩 形 式 的 , 如 


果 该 常 微 具有 形式 ，  ， 
zl?) T+ Q(r)y =0. (30) 
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注 记 注意 到 Sturm-Liouville 方程 (9) 是 自 共 斩 形 式 的 , 上 且 由 例 5, 得 知 
(26) 中 的 算 子 工 是 自 共 恩 的 . 可 以 发 现 一 些 数学 物理 很 常用 的 常 微 是 自 共 斩 形 
式 的 (参看 在 第 八 章 研究 的 Bessel 方程 和 Legendre 方程 ). 口 

例 6 证 明 线性 二 阶 微分 算 子 


Lly] = p2(7)y” + pi(z)y 十 po(z)y (31) 
是 自 共 郝 的 ( 即 工 =L*) 当 且 仅 当 ps(z) = pi(z), 即 
Lly] = 所 pz(z) 呈 2 了] + po(z)y. (32) 
解 工 的 共 罗 LL* 由 以 下 给 出 (参看 (21)) 
L*[y] = = (ypi) + ypo = p2y" + (2p2 — Pp1)Y + (p2 — pi + po)y. (33) 


因此 工 =L* 名 2p5 一 pil=pi 或 及 = pi 如果 ps = pi, 则 (32) 成 立 (为 什 
么 ?). 口 
注 记 在 习题 6 中 我 们 证 明 每 个 线性 齐 次 二 阶 常 微 


pz(z)y% 十 pl(z)y 十 po(z)y = 0， (34) 
其 中 pz(z) > 0 且 po,p1 和 ps 是 连续 函数 , 通过 在 (34) 两 边 乘 上 exp( (pi - 
29)/padz) 都 能 转化 成 自 共 斩 形 式 的 常 微 . 口 


Sturm-Liouville 微分 算 子 
接 下 来 我 们 把 注意 力 集中 在 由 以 下 定义 的 Sturm-Liouville 微分 算 子 上 


Ly = £(K(2) YL) + qe)y, (35) 


其 中 K(xz) > 0,g(z) > 0 以 及 K'(z),g(z) 和 g(x) 在 [aa 上 是 连续 的 . (通过 修 
改 下 面 给 出 的 证 明 , 由 要 求 K(z) > 0 以 及 K(z) 在 [a,4] 内 最 多 有 限 多 个 点 为 
零 , 可 放松 K(z) 是 严格 正 的 条 件 .) i 以 下 Sturm-Liouville 
问题 解 的 一 些 基本 性 质 ， 


D.E， 工 加 + Xg(z)y = 0， a<reb; 


B.C fe toy(a)=0, (d+#0), (36) 
~ (cay(b)+cay(b)=0, (G+c#0), 
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其 中 工 由 (35) 定义 , cl cz,ca 和 ca 都 是 实 常数 . 


定理 3( 唯 一 性 定理 ) 考虑 Sturm-Liouville 问题 (36)， 如 果 y(z) 和 Y(z) 


是 对 应 于 相同 的 和 的 两 个 特征 函数 , 则 对 某 个 非 零 常数 a，y(z) = aY (7z)， 
a 和 和 zr 乞 )( 即 ,y(z) 与 Y(z) 是 线性 相关 的 ). 


证 明 考虑 函数 
w(z) = Y"(a)y(z) —y (a)Y(z), (37) 
并 假设 
[Yo 了 + [vy(o)] #0. (38) 
([%(a)]j2 + [w(o)]j 2 = 0 的 情形 在 习题 9 中 考虑 ). 则 直接 验算 w(z) 满足 以 下 初 
值 问题 
D.E. Llw]+NMg(z)w=0, aszrsgb; 
LC. wl(a)=w’(a)=0, 


其 中 工 是 由 (35) 定义 的 Sturm-Liouville 算 子 . 但 另 一 方面 , 由 初 值 问 题 的 唯一 
性 定理 (参看 定理 1 和 习题 3), 得 w(z) = 0. 由 此 , 得 


(39) 


Y'(a)jy(z) —y(a)Y(z)=0, agzr<b. (40) 


因 y(z) 和 Y(z) 是 特征 函数 , 故 y(z) 关 0 和 Y(z) 关 0. 因此 , (38) 和 (40) 隐 含 
y(a)Y'(a) 关 0. 因此 , 由 (40), 得 y(z) = aY(z), 其 中 ac = vy (a)/Y'(a). 口 

注 记 在 定理 3 我 们 证 明了 , 对 Sturm-Liouville 问题 (36), 对 应 于 每 个 特 
征 值 和 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 函数 . 由 于 这 个 缘故 , 称 和 是 单一 的 或 具有 重 
数 一 . 口 


定理 4( 关 于 工 的 Green 公式 ) 令 工 是 由 (35) 定义 的 Sturm-Liouville 微 
分 算 子 . 如 果 y(z) 和 z(z) 是 [ww 上 的 C2 函数 . 则 


J (zLly] —yLlz)dz = [K (2)(v'z — yz)]le=. (41) 
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证 明 因 工 是 自 共 纯 的 (参看 例 5), 故 Lagrange 恒等式 (参看 (24)) 变 成 


zLiy] ~— yL[z] = IK (z)(y'z — yz")]. (42) 

因此 , (42) 两 边关 于 z 从 a 到 积分 , 得 (41). 口 
注 记 注意 到 对 K(x) = 1 和 gq(z) = 0, 由 (41), 作为 一 个 特殊 情形 , 得 到 第 

4.1 节 中 (关于 算 子 -5) 的 Green 公式 


下 面 的 定义 推广 了 第 4.1 节 引 入 的 正 交 概念 . 


定义 ”定义 在 [wj 上 的 正 连续 函数 g(z) 称 为 权 函 数 . 定义 在 [a,9] 上 两 个 
连续 函数 f(z) 和 h(z) 称 为 关于 权 函 数 g(x) 在 [a, 上 是 正 交 的 , 如 果 


b 
/ f(z)h(z)g(z)dr =0. (43) 


特别 , 如 果 g(z) 三 1, 则 (43) 成 为 第 4.1 节 中 的 定义 . 


定理 5( 特 征 函 数 的 正 交 性 ) 令 MM, 和 和,, 是 Sturm-Liouville 问题 (36) 两 
个 不 同 的 特征 值 . 则 对 应 的 特征 函数 ym(z) 和 如 (z) 在 [a,9] 上 关于 权 函 数 


9g(z) 是 正 交 的 . 


证 明 因 工 [ym] 一 —Amgym 和 工 [yn] = —AMngyn, 故 有 
ynLlym] 一 ymLlyn] = (Mn 一 Xm)ymyng9. (44) 
(44) 两 边 从 a 到 积分 并 利用 Green 公式 (41), 得 
b 
[K (ynyn 一 gm 的) = (Mn 一 xm 人 gm(T)yn(z)g(z)dr. (45) 


(36) 中 的 B.C. 确保 (45) 的 左边 为 零 (例如 , 如 果 ca 取 0, 则 yi,(a)yn(a) 一 
ym(a)yn (2) = [czym(ajyn(a) — ym(a)czyn(ajj/ca = [ciym(a)yn(a) + ym(a)c 
yn(a)]j/c = 0). 因此 ， 
b 
0 = (Mm 一 xD/ ym(z)yn(z)g(z)arzr. (46) 


因 Xm 了 An, 故 (46) 表明 ym(z) 和 yn(z) 在 [a,9] 上 关于 权 函 数 g(x) 是 正 交 
的 . 口 
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注 记 前 面 的 概念 和 结果 (例如 ,Lagrange 恒等式 ,Green 公式 , 等 等 ) 当 
允许 y(z) 是 复 值 的 以 及 不 假设 特征 值 是 实数 时 都 是 有 意义 和 有 效 的 . 在 下 个 
定理 中 我 们 证 明 特 征 值 实 际 上 是 实数 . 注意 到 定理 3 中 的 常数 a 可 以 是 复 的 ， 
但 对 应 于 和 的 每 个 特征 函数 是 一 个 复 常 数 和 一 个 实 值 特征 函数 的 乘积 (为 什 
么 ?). 口 


定理 6 Sturm-Liouville 问题 (36) 的 所 有 特征 值 是 实 的 . 


证 明 令 入 = a +ip(a,6 是 实数 ) 是 Sturm-Liouville 问题 (36) 的 任意 
特征 值 , 令 y(z) 是 对 应 于 入 的 复 值 特征 函数 . 因 K(x),g(x) 和 g(z)( 在 方程 
Lly] 十 和 Ag(z)y = 0 中 ) 都 是 实 的 , 故 由 复 共 轿 , 得 

(KD) 2) + (g(r) + 3g(z)9 =0. (47) 
因此 , 和 = a - i8 也 是 问题 (36) 对 应 于 特征 函数 7 的 特征 值 .( 回 忆 到 (36) 的 
B.C. 中 出 现 的 常数 ct, cz cs 和 cs 都 是 实 的 ). 现 假设 入 关 入 则 利用 (46) 和 事 
实 yy= |yl?, 有 
b 
0-D /svar =0. (48) 
因 g(z) > 0, ly(z)|? > 0 和 yz) 天 故 由 (48), 得 和 = 入 因此 和 是 实数 . 口 


下 面 的 定理 说 明 在 一 些 附加 的 假设 条 件 下 ，Sturm-Liouville 问题 的 特征 值 
不 仅 是 实 的 , 而 且 是 非 负 的 . 


定理 7 在 Sturm-Liouville 问题 (36) 中 , 假设 对 a < xz < 5b, g(z) < 0 以 及 实 
数 cj( = 1,…… ,4) 满足 不 等 式 


cl'cz 和 0 和 cs:ci>0， (49) 


则 (36) 的 所 有 特征 值 是 非 负 的 ， 而 且 如 果 0 是 特征 值 , 则 g(z) = 0 ci = 
cs = 0, 且 对 应 于 特征 值 0 的 特征 函数 必 是 常数 


证 明 假设 Lly] + 和 gy = 0, 其 中 y(z) 关 0. 则 


b b b 
0= fv- Cl rg = ya) EK Ga locas) + Mg(zjyfajajd 
(50) 
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对 右边 的 第 一 个 积分 利用 分 部 积分 , 得 
b 

| yo) = vy (ENE f vk(a)dz. (5D 
用 这 个 表示 式 替换 (50) 中 第 一 个 积分 然后 重新 整理 , 得 


b b b 
和 本 g(z)y(z)2dz = J —q(z)y(z)?dz + / y(z)2 天 (zjdz ~ y(z)y (2)K (ze=t. 
” “ (52) 
直接 可 验证 (49) 和 以 下 的 B.C. 


clg(a) 二 czy (a)=0 和 cay(b) + cay'(b)=0 (53) 
隐 含 y(a)y'(a) >0 和 vy(b)jy'(b) < 0. 由 此 , 因 天 (z) > 0, 我 们 有 
—[y(z)y (z)K(z)]lE3% = y(a)y (a)K(a) — y(b)y (b)K(b) > 0. (54) 


因 -es(z) >0 和 g(z) > 0, 故 从 (52) 和 (54), 得 入 f*g(z)y(z)?dz > 0, 于 是 入 > 0 
注意 到 只 当 (52) 右边 的 所 有 的 项 为 零 时 , 和 会 是 0. 然而 , 这 隐 含 gq(z) = 0 和 
y(z) 三 0 ( 即 y 是 非 零 常 值 函 数 )， 而 且 , 非 零 常 值 函 数 不 可 能 满足 B.C.(53), 除 


非 cl 三 Ca 三 0. 口 
Sturm 比较 定理 


一 般 而 言 , 特征 值 问题 无 法 获得 显 式 解 . 然而 , Sturm-Liouville 理论 提供 了 
关于 特征 值 以 及 相应 的 特征 函数 的 零点 和 振荡 性 质 丰 富 的 信息 . 在 该 理论 中 最 
有 用 和 最 著名 的 结果 之 一 是 Sturm 比较 定理 . 为 引出 该 定理 , 先 考 虑 一 个 例子 . 

例 7 假设 常数 As > Xi > 0. 令 Wi(z) 是 多 +Xiy = 0 的 任 一 非 零 解 , ye(z) 
是 yw'+X2y =0 的 任 一 非 零 解 . 证 明 yi(z) 的 任意 两 个 相 邻 零点 之 间 有 yo(z) 的 
零点 . 

解 y" + 和 iy = 0 的 通 解 可 写成 4sin(zVN + 6) 形式 , 其 中 4 和 45 是 任意 
常数 . 因此 , 任 一 连接 yi(z) 相 邻 零点 的 区 间 , 记 作 J 具有 长 度 Tr/VAi 而 ye(z) 
两 个 相 邻 零点 之 间 的 距离 是 r/VX2. 因 r/V < r/VN 故 J 不 可 能 整个 地 落 
在 yz(z) 的 两 个 相 邻 零点 之 间 ( 即 J 必 含 有 yz(z) 的 一 个 零点 . 口 

就 像 在 例 7, 在 一 般 情形 中 (参看 下 面 的 定理 8) 的 直观 想法 是 在 工人 名 + 和 A9y = 
0 中 xg 的 大 小 支配 了 解 的 振荡 频率 . 然而 , 在 一 般 情 形 , 一 对 相 邻 零点 之 间 的 距 
离 未 必 是 与 其 他 一 对 相 邻 零点 之 间 的 距离 相同 . 注意 到 每 个 非 零 解 的 内 部 零点 
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有 最 小 的 后 继 零 点 (和 最 大 的 前 续 零 点 ), 因为 否则 导数 在 零点 为 零 , 且 由 唯一 性 
(参看 定理 3 和 习题 11) 该 解 是 平凡 的 . 口 


定理 8 (Sturm 比较 定理 ) 今 Llyj = 一 (K(z) 包 十 g(z)y, 其 中 在 [a,b] 上 
K(x) >0, 且 K’'(z) 和 gq(z) 在 [a i ey (ZT) 和 ya(z) 分 别 是 以 下 
Sturm-Liouville 方程 的 C? 解 


Lly] + Xigi(z)y =0 和 Lly2] + 和 》Xzgz(z)ya = 0, (55) 


其 中 在 [中 上 》Xagz(z) > Xigi(z), 且 gt(z) 和 gz(z) 在 [wb 上 连续 . 则 
在 Wi(z) 任意 两 相 邻 零点 a 和 6 之 间 (其 中 ax< 和 a < -_ 和 bb) 至少 有 ye(z) 的 
零点 , 只 要 在 [a, 8] 上 和 gi1(7z) 关 Xzgz(z). 


证 明 由 (55) 和 关于 [a, 8] 上 算 子 工 的 Green 公式 (41), 得 
有 B 
/ (M2g92 一 X191)y1gyadz = J y2Llyi] — yiLlyz]dz = [K : (yyz — yy)] ls38 


或 


B 
站 Nags — No)wsedz= K(B)W(B)ya(B) — K (a (oa(o), (56) 


其 中 已 经 利用 了 yi(a) =y(B8) = 0. 因 a 和 6 是 yi(x) 的 相 邻 零点 , 故 可 假设 在 
Qa <z<B 上 (x) >0 (不 然 的话 以 -yi 替换 yi, -yi 也 是 Ly 二 和 gi(z)y=0 
的 解 , 且 与 y; 有 相同 的 零点 ). 则 yi (a) > 0 和 如 (8) < 0( 为 什么 ?). 如 果 yo(z) 
在 (a, 5) 内 没有 零点 , 则 在 (a, 8) 上 yo(z) > 0, 或 在 (a, 6) 上 yo(z) < 0. 如 果 
yz(z) > 0, 则 (56) 左边 的 积分 是 严格 正 的 (为 什么 ?), 而 (56) 的 右边 是 非 正 的 
(为 什么 ?). 类 似 地 , 如 果 在 (a, 6) 上 yo(z) < 0, 则 (56) 的 左边 是 负 的 , 而 (56) 
的 右边 是 非 负 的 . 不 管 哪 种 情形 , 我 们 都 导出 矛盾 , 所 以 yo(z) 在 (a, 8) 内 必 有 
零点 . 口 


特征 值 的 存在 性 
可 利用 Sturm 比较 定理 来 证 明 有 关 Sturm-Liouville 问题 (36) 存在 无 穷 多 
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个 特征 值 的 定理 2. 在 下 面 定理 2 的 特殊 情形 中 , 我 们 来 说 明 这 种 证 明 思想 . 


定理 9 考虑 以 下 Sturm-Liouville 问题 


D.E. y+gq(z)y+M(r)y=0, a<zrgb 
B.C. vy(a)=0, vy(b)=0, 


其 中 g(z) 和 g(x) 是 连续 的 , 且 在 [o, 避 上 g(z) > 0. 假设 初 值 问题 


D.E. Y’”+g(r)Y + Mg(r)Y =0 
LC. Yl(a)=0, Y’(a)=1 


的 解 Y(z, 入 (依赖 于 参数 和) 是 (zx, 和) 的 连续 函数 . 则 问题 (57) 有 无 穷 多 个 
特征 值 , 设 为 和 < Xo <:…, 且 lim,_,w Mn = oo. 


(58) 


证 明 (梗概 ) 问题 (57) 的 特征 值 正好 是 那些 使 得 Y(b, 入 ) = 0 的 入 的 值 
(为 什么 ?)， 我 们 得 证 明 存 在 这 样 趋 于 oo 的 和 的 值 的 数列 . 对 c > 0, 令 X(c) 
是 对 [oa 中 所 有 的 z 满足 gq(z) + Xc)g(z) > cz 的 入 值 . 这 是 可 能 的 , 因 9(z) 
在 [w 刀 上 有 正 最 小 值 , 且 q(x) 是 有 界 的 (参看 附录 4)，Sturm 比较 定理 隐 含 
yw' 十 c2y = 0 的 任 一 非 平凡 解 , 设 为 sin(c(zx 一 a)), 的 任意 两 个 零点 之 间 存 在 
Y (zx, 和 (ce)) 的 零点 . 特别 , 如 果 cl 一 a) > nr 或 c> nr/ 一 ao, 在 (ab 内 至 
少 有 Y(z,XA(c)) 的 nn 个 零点 .Sturm 比较 定理 隐 含 随 着 入 的 增加 , Y(z, 入 ) 在 
(a,b) 内 的 每 个 零点 将 向 左 移 动 (为 什么 ?). 而 且 随 着 和 的 增加 , 比如 以 稳定 的 
速度 , 依据 图 像 在 两 相 邻 零点 之 间 是 下 垂 的 , 没有 零点 会 突然 出 现在 该 区 间 的 严 
格 内 部 . 的 确 , 如 果 发 生 这 样 的 情况 , 则 图 像 将 与 z- 轴 相 切 接触 (此 处 我 们 利用 
了 Y(z,X(c)) 是 连续 的 假设 , 这 样 图 像 不 会 突然 跳 牙 .) 然而 , 图 像 总 是 以 非 零 角 
度 与 z- 轴 相交 (为 什么 ?). 因此 , 随 着 和 一 co 出 现 的 无 穷 多 个 新 零点 中 的 每 个 
零点 必 先 出 现在 右 端点 b, 然后 往 左 移动 . 当 零 点 在 b 点 出 现时 入 对 应 的 值 是 问 
题 (57) 的 特征 值 (为 什么 ?). 而 且 , 在 有 限时 间 内 , [a,59] 内 不 可 能 有 Y(z, 和) 的 
无 穷 多 个 零点 (参看 习题 11). 于 是 , 特征 值 构成 趋 于 oo 的 数列 . 口 

注 记 上 述 的 证 明 梗 概 中 留 下 一 些 细节 .我 们 既 不 希望 剥夺 有 兴趣 的 读 
者 去 补 上 这 些 细节 的 挑战 , 也 不 想 使 带 完 全 细节 的 证 明 的 主要 思想 难以 理解 . 
Y(z, 入) 是 连续 的 假设 实际 上 是 可 以 证 明 的 , 因此 是 多 余 的 (参看 定理 3)， 可 
推广 上 述 的 论证 来 处 理 B.C. 是 形 如 cay(a) +coy (a) = 0 和 cay(b) +cay(b) = 0， 
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的 情形 , 其 中 , cz 关 0 或 ca 关 0， 的 确 , 我 们 总 可 改变 (58) 中 的 I.C., 使 得 
这 些 B.C. 的 第 一 个 满足 , 且 第 二 个 B.C. 在 右 端点 一 个 零点 出 现 与 下 一 个 零点 
出 现 之 间 某 个 时 间 满 足 .( 只 需 注 意 到 Y'(b, 和)/Y( 和) 在 零点 出 现 之 间 从 -oo 
到 ce 之 间 取 值 .) 此 外 ， 虽 然 在 定理 9 已 经 含蓄 假设 K(x) = 1, 但 为 了 把 
是 (K(z) 型 ) +g(z)y + 和 g(z)y = 0 转换 成 形式 z + Kaz + 和 Kgz = 0, 可 作 
独立 变量 变换 , 设 为 t= 三 pao 其 中 z(t) = y(z(t)), 且 天 ,ga 和 9 都 以 t 表示 . 
同样 转换 B.C., 新 问题 的 特征 值 与 原 问 题 的 特征 值 相同 . 因此 , 我 们 “几乎 有 
了 定理 2 的 一 个 证 明 , 除了 Y(z,A) 的 连续 性 证 明 . 相应 于 第 ”个 特征 值 和 ,, 的 
特征 函数 y,,(z) 在 (a,b) 内 正好 有 n 一 1 个 零点 的 事实 的 证 明 , 易 从 n = 1 的 情 
形 (参看 习题 16) 得 到 . 口 

在 第 8 章 研 究 高 维 偏 微 中 我 们 将 发 现 更 多 的 特征 值 问题 . 特别 , 在 第 8.5 节 
考虑 m 阶 Bessel 方程 . 


Ty +ry + (zr — mi)y=0. (59) 


它 出 现在 振动 圆 形 膜 问题 和 圆 盘 上 的 热 问题 中 . 对 每 个 非 负 整数 m, (59) 的 ( 正 
规 化 )C2 解 记 作 Jm(z), 且 称 为 m 阶 第 一 类 Bessel 函数 . ( 显 式 公 式 见 第 8.5 节 
或 附录 5)， 在 下 例 中 不 借助 于 n(x) 的 显 式 公 式 , 利用 Sturm 比较 定理 证 明 
Jm(z) 有 无 穷 多 个 正 零点 . 

例 8 利用 .J%(z) 满足 常 微 (59) 的 事实 , 验证 ym(z) = VZJm(z) (z > 0) 
满足 常 微 


1 2 
二 一 3 
1 + (1 4 


7 )y=0，z>0. (60) 


利用 这 个 证 明 .%,(z) 有 无 穷 多 个 正 零点 . 
解 先 用 (x) 计算 yi. 则 对 x > 0, 由 (59), 得 


一 2 
rily+(1+2 Wh 


3—)ym] = £2 + oI + (2 — m?)Jm =0. 


其 次 , 对 固定 的 非 负 整数 m, 令 


9 
gm 人 (Z) 一 1 十 三 2 (z > 0). 
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对 每 个 固定 的 站 >0 和 0<e<1l, 对 所 有 的 z> 元 > 0, 我 们 有 


gm(7)>1—&. 


现 对 常 微 (60) 和 wy’' 十 (1 一 ejy = 0, g(z) 三 1 一 e 应 用 Sturm 比较 定理 . y” 十 

(1 一 ey =0 的 解 sin(V1 二 ez) 的 零点 具有 形式 nr(1 一 e)-3, n=0, 土 1, 土 2,…. 

在 区 间 z > m/vVe 中 任意 两 个 这 样 的 零点 之 间 , 有 Jm(7z) 的 零点 . 特别 , J (2) 

有 无 穷 多 个 正 零点 , 并 且 我 们 有 在 哪里 可 以 发 现 这 些 零点 的 概念 . 更 详细 的 信 

息 参 见 附录 6. 口 
例 9 对 [ob 上 的 连续 函数 g(z), 考虑 Sturm-Liouville 问题 


D.E. y’+AMg(z)y=0, a<z<b; 
B.C. vy(a)=0, vw(b)=0, 


其 中 0<m<g(r)<M. (62) 
证 明 关于 特征 值 和 ,下面 的 估计 式 成 立 : 


特别 , 当 n 一 oo 时 和 二 oo. 

解 由 定理 2( 或 定理 9) 得 知 (61) 有 无 穷 多 个 特征 值 A < Xe < .…… < 和 Xn 
< … 而 且 , 由 定理 2 和 (61) 中 的 B.C., 对 应 于 An。 的 特征 函数 加 (z) 在 [a, 可 
内 及 n 十 1 个 零点 , 记 作 a = zl < ze < …. < zl=b. 对 n> 1, 通 过 对 常 微 
y+ 和 Anmy = 0,Y 十 和 ng(zT)y = 二 0 和 WwW' + MAny = 0 应 用 Sturm 比较 定理 , 得 
(参看 习题 16) 


万 


” AnM RL > A 0 
由 (64) 入 n 个 子 区 间 [zj, zj+1] 长 度 的 和 等 于 全 长 5b 一 a 的 事实 , 得 
也 < -zj)=b-a< -7 (65) 


于 是 , 由 (65) 我 们 得 到 期 望 的 估计 (63). 口 
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非 齐 次 杆 的 热 问题 以 及 特征 函数 展开 
本 子 节 由 以 下 非 齐 次 杆 的 初 边 值 问题 引出 


D.E. g(xz)u = 站 (Kojua) +g(r)u, a<zr<gb, 
fos +c2auz(a,t)=0 (+2#0), 


cau(b,t)+cauz(b,t)=0 (+c? #0); 
LC. wl(z,0)= f(z). 


其 中 g(z) = C(z)D(z)( 比 热 乘 线 密度 )， K(z) 是 热传导 率 , gq(z)u 是 与 温度 有 关 
的 热源 或 散热 装置 . 我 们 看 到 分 离 变量 w(z,t) = X(z)T(t) 导致 Sturm-Liouville 
问题 (8). 现 令 Ni < M2 <… < Mn <… 表示 (8) 的 特征 值 (参看 定理 2), 相应 
的 特征 函数 yn (7z) 三 Xn(z). 则 对 每 个 mw， 


Un(7,t) = dne™ "tyn, (x) 
满足 (66) 的 D.E. 和 B.C.. 我 们 形式 上 考虑 “无 穷 秋 加 原理 ”， 


uz,t) = 》 dne "iyn (2), 


n=1 


我 们 力争 得 到 


u(z,0) = f(z) = 三 


为 求 常数 d, 我 们 利用 特征 函数 y,(z) 在 [如 上 关于 权 函 数 g(z) 的 正 交 
性 (参看 定理 5). 形式 利用 逐 项 积分 , 有 


b boo 
/ f(z)ym(z)g(z)dz = Sdnyn(z)ym(z)g(z)dz 
二 0 n=1 


oo b b 
= Da { wry)ols)ar = am { omgla)ae, 
n=1 4 4 
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_ fo f(z)ym(z)g(z)dz 


m 一 “2 7 ,m= 1,2,3,.….. 
Ja [ym (2)]?g9(7) dr 


因而 , 初 边 值 问 题 (66) 的 形式 解 由 (67) 给 出 , 其 中 wd 由 (69) 确定 . 当初 始 温 
度 是 (比如 在 实验 误差 之 内 ) 特征 函数 的 有 限 线 性 组 合 , 则 除了 有 限 项 , dn 都 是 
零 , 而 形式 解 (67) 是 (66) 的 精确 C? 解 . 

前 述 的 形式 考虑 提出 了 广义 Fourier 级 数 . 为 了 领会 这 个 , 令 f(z) 是 定义 
在 [o 吃 上, 假设 (69) 中 的 积分 是 有 限 的 . 则 形式 级 数 


E f(z) = 》 dnyn(z) 
nsel 


称 为 f(z) 在 [oa 中 上 关于 特征 函数 {y,(7z)}%21 的 特征 函数 展开 ,其 中 d, 由 
(69) 确定 . 例如 , 在 a = 0, = 工 , g(z) 三 1 和 yn(z) = sin 2 的 特殊 情形 , (70) 
转换 成 f 的 Fourier 级 数 . 所 有 到 现在 为 止 我 们 所 考虑 的 Fourier 级 数 的 各 种 
类 型 是 (70) 的 特殊 情形 . 在 第 八 章 我 们 将 遇 到 其 他 类 型 的 特征 函数 展开 ,如 与 
研究 高 维 偏 微 有 关 的 Laplace 级 数 和 Fourier-Bessel 级 数 . 这 些 级 数 用 来 表示 多 
变量 函数 , 比如 球面 上 函数 , 圆 盘 上 函数 或 球 上 函数 . 本 子 节 是 对 一 维 情形 的 介 
绍 . 在 这 方面 , 纯 数 学 家 喜欢 从 事 研 究 关 于 特征 函数 展开 的 某 些 收敛 性 定理 ( 参 
看 [Titchmarsh,1962]), 而 在 应 用 领域 的 人 们 则 可 能 想 知道 对 特征 函数 和 特征 值 
的 计算 逼近 怎样 的 技巧 是 可 取 的 (参看 [Keller]). 

注 记 1 在 本 子 节 我 们 集中 注意 在 称 为 正则 Sturm-Liouville 问题 的 问题 上 . 
例如 , (9) 是 正则 问题 , 因为 区 间 [a, 9 是 有 限 的 , 郴 数 K(7z),g(z) 和 g(z) 在 [oa 
上 连续 , 且 K(z) 和 g(z)9 在 [ab 上 是 正 的 . 当 K(z) 或 g(z)@ 在 [ab 某 些 点 
上 为 零 , 或 当 a 或 b 是 无 穷 时 就 出 现 奇异 ( 即 , 不 是 正则 ) 问题 . 许多 有 意义 的 微 
分 方程 是 奇异 的 , 且 在 数学 物理 以 及 在 特殊 函数 理论 中 起 着 重要 作用 . Bessel 方 
程 (59)( 也 可 参看 第 8.5 节 ), Legendre 方程 和 Laguerre 方程 (参看 习题 7 以 及 


中原 文 误 为 gq(z). 一 一 译 者 
四 原文 误 为 g(z). 一 一 译 者 
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第 8.4 节 和 8.5 节 ). 我 们 注意 到 正则 性 理论 对 得 出 有 关 像 例 8 中 的 奇异 D.E. 
的 解 的 结论 有 帮助 . | 

注 记 2 第 4.2 节 主 要 研究 了 Fourier 级 数 的 点 收敛 和 一 致 收敛 . 然而 , 还 
有 关于 特征 函数 展开 的 其 他 类 型 的 收敛 (例如 , 平方 平均 收敛 ) 在 第 3.2 节 考 
虑 了 热 问题 的 解 关 于 初始 数据 变化 的 平方 平均 连续 性 (参看 第 3.2 节 的 关系 式 
(7)). 而 且 , 在 第 4.2 节 的 习题 5 中 我 们 证 明了 FS f(x) 的 平方 平均 收敛 等 价 于 
关于 f(z) 的 Parseval 等 式 . 以 更 一 般 方 式 的 特征 函数 展开 (70), 平方 平均 收敛 
定义 如 下 . 


N 
令 SN(Z) = 》 dmym(z), 其 中 dm 在 (69) 中 定义 . 如 果 


m=1 


b 
Jim /wa -swo)zaz=o 


则 称 E f(x) 在 平方 平均 意义 下 收敛 到 f(z). 


由 于 有 Parseval 等 式 的 类 似 结 果 , 由 正则 Sturm-Liouville 问题 的 特征 函数 展 
开 在 平方 平均 意义 下 收敛 对 很 一 般 的 平方 可 积 函 数 f(z) 成 立 (参看 [Titch- 
marsh,1962])， 然 而 , 通过 在 一 点 改变 函数 f(z),， 可 见 在 平方 平均 意义 下 收敛 
不 意味 着 点 收敛 .而且 , 点 收敛 不 隐 含 平方 平均 收敛 的 确 , 令 Sa 是 第 4.2 
节 例 3 中 的 函数 , 令 hs(z) = Vnfa(z)， 则 hi(z),h2(z)， ha(z),. . 在 [-2,2] 
上 点 收 伍 到 零 函 数 , 但 (参看 第 4.2 节 的 习题 6) lim, ,oo [?,(0 - Re = 
limn ,oo 户 ， nfn(z)dz = 1. 对 于 涉及 到 多 项 式 函 数列 的 例子 , 见习 题 17. 


概要 4.4 


1. Sturm-Liouville 问题 具 热 源 的 非 均 匀 杆 的 热传导 问题 导致 以 下 
Sturm-Liouville 问题 : 
D.E， 是 (KE(z) 型 ) + (g(z) + Xg(z))y 一 0，a 芝 zz 苹 放 
ee (dF +2#0), (S1) 
cay(b) + cay(b) =0 (c+o#0), 


其 中 K(z) > 0, g(z) > 0, 且 g(z),g(z) 和 K'(z) 在 [a, 外 上 连续 . 
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2. 定义 : (S1) 中 的 D.E. 称 为 Sturm-Liouville 方程 . 对 (S1) 存在 非 平 凡 
解 ( 即 y 关 0) 的 参数 入 称 为 该 问题 的 特征 值 , (S1) 相应 的 解 y(z) 称 为 特征 函 
数 (与 那个 特征 值 关 联 ). 问题 (S1) 也 称 为 特征 值 问题 . 


3. 特征 值 和 特征 函数 的 性 质 : 根据 定理 2, Sturm-Liouville 问题 (S1) 的 特 
征 值 构成 一 无 穷 数 列 Xi < Xe < Xs <…, 且 当 n 一 00 时 和 Mn 一 o0. 此外, 与 An 
相关 联 的 任意 特征 函数 yn(z) 在 (oa 区 内 有 nn 一 1 个 零点 (也 参看 下 面 的 5,7,8 
和 9). 


4. 自 共 罗 形 式 : 齐 次 线性 二 阶 常 微 是 自 共 斩 形 式 的 , 如 果 该 常 微 具 有 形式 
2 (P(r) YW) + QO)y=0. 
特别 , (S1) 中 Sturm-Liouville 方程 是 自 共 斩 形 式 . 


5. 唯一 性 : Sturm-Liouville 问题 (S1) 的 特征 函数 在 相差 一 个 非 零 乘法 常数 
下 是 唯一 确定 的 .( 参 看 定理 3). 


6. Sturm-Liouville 微分 算 子 , Lagrange 恒等式 和 Green 公式 : 算 子 

Lly] = FE(K (2)Y) + (q(z) + Ag(2))y 

称 为 Sturm-Liouville 微分 算 子 . 关于 工 的 Lagrange 恒等式 是 (参看 (42)) 
红 轩 一 红 加 = 反攻 (zz 一 gz 

通过 积分 , 由 它 得 到 关于 工 的 Green 公式 (参看 定理 4): 

b 
f Cri -ya)dr = [Ks vo), 
其 中 y(z) 和 z(z) 是 [ob 上 的 C2 函数 . 


7. 特征 函数 的 正 交 性 : 如 果 A 和 和 是 Sturm-Liouville 问题 (S1) 两 个 不 
同 的 特征 值 , 对 应 于 特征 函数 ym(z) 和 yn(z), 则 ym(z) 和 yn(z) 在 [a,9] 上 关 
于 ( 正 ) 权 困 数 g(z) 是 正 交 的 (参看 定理 5), 即 


b 
/ eg 
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8. 实数 特征 值 : Sturm-Liouville 问题 (S1) 的 所 有 特征 值 是 实数 (参看 定理 
6). 


9. Sturm 比较 定理 : 在 该 理论 中 最 有 用 和 最 著名 的 结果 之 一 是 Sturm 比 
较 定理 (参看 定理 8). 它 可 用 来 (参看 定理 9 和 该 定理 后 面 的 注 记 ) 建立 定理 2 
中 的 特征 值 和 特征 函数 的 性 质 . 在 例 9 中 我 们 利用 Sturm 比较 定理 来 证 明 , 对 
问题 

D.E. y+Mg(rz)y=0, agszrgb 

B.C. y(a)=0, vy(b)=0, 
其 中 0<m<g(z) < M 和 g(z) 在 [ww 中 上 连续 , 特征 值 A,,, n > 1 满足 估计 : 
1 ,nn \2 17 ni 2 
直人 A ete 


练习 4.4 


1. 求 Sturm-Liouville 问题 yV 十 和 y =0 (0 < xz < 工 ) 具 以 下 给 定 B.C. 的 特征 值 和 ,,， 和 
特征 函数 yn, (7): ; 

(a) y(0) = 0, y(L)=0; (b)y(0)=0, y(L)=0; (c) y(0)=0, y(L)=0. 

2. 求 特征 值 问题 y” + Xy = 0 具 以 下 所 给 B.C. 的 特征 值 和 ， 和 对 应 的 特征 函数 yn (zx) : 
(a) y(0) 一 (0) =0, y(n) 一 Y(r) = 0 (b) y(0) — y(2r) = 0, y(0) ~ y (27) = 0; 
(c) y(0) + y(1) = 0, y (0) +Y (GD =0. 

3. (a) 证 明定 理 1 中 对 R(z) 三 0，y(zo) = yy (zo) = 0 时 初 值 问题 的 唯一 解 是 平凡 解 . 
(b) 令 y(z) 是 Sturm-Liouville 问题 (9) 的 特征 函数 . 证 明 y(z) 在 [a, 熙 中 的 所 有 零 


4. (a) 证 明 每 个 实数 和 是 以 下 问题 的 特征 值 
DE. y +MW=0, Ogzrgl; 
B.C. y(0)—y(1)=0, y(0)+y(1)=0. 
(b) 证 明 问题 


DE. y+MW=0 Ogzrgn; 
B.C. my(0)—y(7)=0, my(0)+y (7)=0 


10. 


11. 
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没有 实 的 特征 值 . 
注 记 注意 到 习题 4( 或 习题 2(b), (c)) 中 的 B.C. 不 是 由 Sturm-Liouville 问题 
{9) 给 出 的 指定 形式 . 


(a) 证 明 以 下 边 值 问题 无 解 : 


D.E. y+y=0, 0g<z< 2r; 
B.C. vy(0)=0, vy(27)=1. 


(b) 如 果 在 (a) 部 分 中 , B.C. 换 成 y(0) = 0 和 y(ZC) = 1, 则 确定 L > 0 所 有 的 值 , 使 
得 边 值 问 题 有 和 解 . 


.证明 每 个 线性 齐 次 二 阶 常 微 


pa2(z)y (z) 十 pi(z)y(z) + po(z)y(z) = 0， (*) 


可 转换 成 自 共 二 形式 的 方程 , 其 中 pz(z) > 0, po(z),p1(z) 和 ps(z) 是 连续 的 . 
提示 以 exp(( 台 如 )dz) 乘 (*) 的 两 边 ， 然 后 检验 得 到 的 常 微 具有 形式 
92% ”十 g18 十 goy = 0, 其 中 9 = gq. 


. 令 m 是非 负 整数 . 利用 习题 6 把 以 下 方程 转化 成 自 共 配 形式 : 


(a) z2 二 zy +(z2 一 mm2)y =0 xz > 0 
(b) (1—22)y -2ry +m(m+1l)y=0, -1< xz<1; 
(c) (1— zy -zy +my=0, -1<z<1; 
(d) y ”一 2zy +2my = 0，-oo < z < ooi 
(el rz 只 十 (1 -zy +my=0 0gr<o0. 
注 记 方程 (a)~(e) 分 别称 为 Bessel 方程 , Legendre 方程 , Chebyshev 方程 ， 
Hermite 方程 和 Laguerre 方程 . 


.考虑 线性 齐 次 二 阶 常 微 y 十 P(z)y +Q(z)y = 0. 利用 变换 zy(z) = z(z)exp[—3 { P(z) 


dz] 把 该 方程 化 成 形式 z + G(z)z = 0, 其 中 G = -1P2 -3P'+Q. 


. 在 [Y'(a)]J? 十 [vy'(a)]J? =0 的 情形 证 明定 理 3. 


提示 “在 定理 3 的 证 明 中 , 令 w(x) = Y(a)y(z) - Y(z)y(a)， 
对 每 个 非 负 整数 n, 令 加 (z) 表示 常 微 [(1 - z2)y'(zj] +nma +Dy = 0 的 一 个 (多 项 
式 ) 解 . 证 明 如 果 nn 关 m, 则 yn(z) 和 ym(z) 在 [1,1] 上 关于 权 函 数 g(z) = 1 是 正 
交 的 . 


令 y(z) 是 Sturm-Liouville 方程 (参看 (36) 的 D.E.) a < z < 5b 的 非 平凡 解 . 证 明 在 
a zg<b 内 y(z) 最 多 可 以 有 有 限 多 个 零点 . 


270 - 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


第 四 章 Fourier 级 数 和 Sturm-Liouville 理论 


提示 “如果 y(z) 在 [a,48] 内 有 无 穷 多 个 零点 , 则 由 Bolzano-Weierstrass 定理 ( 参 
看 附录 4), [a,9] 内 存在 一 点 zo 和 y(z) 的 零点 列 {zn}, 使 得 当 m 一 oo 时 zn 一 zo. 
然后 构成 y(z) 的 Newton 商 得 到 yw (rzo) = 0. 由 习题 3 这 是 不 可 能 的 . 


{a) 如 果 定 理 7 中 的 不 等 式 cl .cz 和 0 和 cs :cd > 0 用 上 ci:cz>0 和 cs:ca<0 和 办 换 ， 
解释 为 什么 这 些 新 不 等 式 对 热 问题 是 不 切实 际 的 . 

(b) 给 出 一 个 特定 的 例子 说 明 如 果 cl :ca > 0 和 ca'ca < 0, 则 某 些 特征 值 会 是 负数 . 所 
有 特征 值 会 是 负数 吗 ? 

(c) 通过 考虑 (67), 刻画 初始 温度 f(x) 的 集合 , 对 这 种 初始 温度 , 这 样 的 杆 当 t 一 co 
时 仍然 有 有 界 的 温度 . 


不 求解 ( 显 式 地 ) 特征 值 问题 


DE. y+MWN=0, Ogzrgl; 
B.C., vy(0)=0 vy(1)+y(1)=0, 


证 明 所 有 特征 值 都 是 正 的 . 
(a) 第 3.1 节 的 例 3 与 绝热 的 圆 形 金属 丝 内 的 热流 有 关 . 证 明 该 例子 (参看 第 3.1 节 的 
(23)) 中 的 D.E. 和 B.C. 可 导出 特征 值 问题 

DE. yy +My=0, -Lg<zrgL; 

B.C. y(-L)—yL)=0, y(-L)-y(L)=0. 
(b) 验证 特征 值 是 A,, = (这)*, n > 0. 对 n > 1, 求 两 个 线性 无 关 的 特征 函数 加 (z) 
和 zn(z). 为 什么 它 不 与 定理 3 冲突 ? 
令 g(z) 在 [a,co) 上 连续 , 假设 在 [a,co) 上 0 < m < g(z). 证 明 常 微 y 十 g(z)y =0 
的 任意 解 有 无 穷 多 个 实 零点 . 
(a) 利用 Sturm 比较 定理 证 明 不 等 式 (64). 
(b) 遵循 在 定理 9 证 明 中 的 考虑 , 证 明 与 最 小 特征 值 At 相关 联 的 特征 函数 ((57) 的 ) 
Wi(z) 在 (a,b) 内 无 零点 . 
对 0<szs1l 和 w= 1,2,3,… 令 fn(Z) = V2n 十 1z(1 一 客 )". 证 明 对 [0,41 中 的 每 
个 T，limn 一 co jn(T) 三 0( 即 fn(7) 点 收敛 到 零 函 数 )， 但 


mm { (0) -ae =$#0 
( 即 fn(z) 不 在 平方 平均 意义 下 收敛 到 零 函 数 ),， 


第 五 章 ” 波 方程 


物理 科学 家 , 工程 师 和 应 用 数学 家 把 三 维 波 方程 
Utt = AUzz + uyy t+ Uzzs), VU=u(T,Yy,2,t), a>0 (1) 


看 作 一 个 重要 的 偏 微 , 因为 该 方程 描述 了 连续 力学 系统 的 振动 以 及 电磁 波 和 声 
波 的 传播 . 在 第 一 章 的 第 1.2 节 已 讨论 过 波 方程 的 某 些 应 用 . 在 本 章 , 将 研究 (1) 
的 特殊 情形 , 当 v 不 依赖 y 和 z 时 下 面 的 一 维 波 方程 


Utt = auzz, = ul(7,t). (2) 


(对 (1) 的 研究 参看 第 八 章 ) 为 明确 起 见 , 把 w(z,t) 看 作 一 振动 的 弦 在 时 刻 t, 在 
位 置 z 的 横向 位 移 (以 与 z- 轴 垂直 的 方向 ). 在 第 5.1 节 记 住 这 个 模型 , 我 们 
用 Newton 第 二 定律 来 导出 (2), 并 对 当 弦 的 初始 分 布 以 及 初始 速度 是 由 有 限 
Fourier 正弦 级 数 指定 时 来 求解 该 方程 . 还 通过 证 明 能 量 是 守恒 的 建立 了 解 的 唯 
一 性 . 在 第 5.2 节 , 导出 无 限 弦 的 初 值 问题 解 的 D'Alembert 公式 . 镜像 法 结合 
D'?Alembert 公式 用 来 解答 半 无 限 和 有 限 弦 的 一 些 问 题 , 并 用 来 证 明 某 种 最 大 值 
原理 , 该 最 大 值 原理 用 来 分 析 由 于 初始 条 件 中 的 误差 而 造成 的 解 的 误差 . 第 5.3 
节 以 各 种 标准 类 型 B.C. 的 讨论 开始 . 还 说 明了 在 第 三 章 中 用 来 求解 非 齐 次 B.C. 
同样 的 技巧 对 波 问题 也 是 适用 的 而且, 激发 出 Duhamel 方法 的 一 个 变形 并 用 
于 求解 由 于 在 弦 上 有 外 力作 用 下 产生 的 非 齐 次 波 方程 问题 . 
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历史 注 记 “” 偏 微 分 方程 学 科 , 尤其 是 对 波 方程 的 研究 开始 于 18 世纪 . 在 许多 
其 他 课题 中 , 当时 的 数学 家 和 物理 学 家 对 管风琴 中 的 空气 柱 振动 和 弦 振 动 的 边 
值 问题 感 兴趣 , 由 此 产生 了 音乐 的 数学 理论 . 对 这 些 理论 的 最 早 贡 献 包 括 Brook 
Taylor(1685—1731), Daniel Bernoulli(1700 一 1782)，Leonhard Euler(1707 一 1783) 
和 Jean D'Alembert (1717 一 1783). 在 19 世纪 波 方程 用 于 迅速 发 展 的 弹性 领 
域 , 随后 用 来 研究 声波 和 光波 的 传播 . 在 这 期 间 , Simon D. Poisson(1781 一 1840)， 
Georg F. B. Riemann(1826—1866), Hermann von Helmholtz(1821 一 1894), Gustav 
R. Kirchhoff(1824 一 1887) 和 John W. S. Rayleigh(1842 一 1919) 做 出 了 重要 的 页 
献 . 在 20 世纪 , 波 方程 和 许多 相关 的 方程 (例如 , Dirac 方程 , Klein-Gordon 方 
程 , Maxwell 方程 , 等 等 ) 不 仅 出 现在 连续 体力 学 中 , 还 出 现在 每 个 已 知 的 基本 粒 
子 的 古典 描述 和 量子 描述 中 , 也 出 现在 广义 相对 论 中 . 波 方程 的 最 新 应 用 出 现 
在 超 导 理 论 和 超 流体 理论 中 , 而 且 现在 , 完成 循环 , 出 现在 “ 超 弦 ” 中, 超 弦 是 已 
被 世人 提出 的 最 近 的 统一 场 理论 之 一 . 


85.1 波 方程 一 一 推导 和 唯一 性 
对 正常 数 w， 一 维 波 方程 
Utt 一 Q2uzz， = ul(z,t) (1) 


与 热 方程 w = kuzs 相像 . 本 质 区 别 在 于 出 现时 间 的 二 阶 导数 .注意 到 如 果 
u(z,t) 是 (1) 的 解 , 则 逆 时 间 函 数 v(z,t) = wl(z, --t) 也 是 解 . 该 性 质 对 热 方程 一 
般 不 成 立 , 除非 是 与 时 间 无 关 的 解 u(z,t) = cz + d， 我 们 将 证 明 在 某 种 理想 的 
条 件 下 , 波 方程 的 解 可 看 作 一 振动 的 弦 与 时 间 有 关 的 外 形 (或 振幅 ). 当 一 根 实体 
的 弦 被 拨弄 了 一 下 , 空气 阻力 和 动能 转化 成 内 在 热能 最 终 将 减弱 振动 的 振幅 . 然 
而 , 在 这 种 耗 散 作用 力 不 存 在 的 理想 情况 下 , 我 们 无 法 判断 弦 的 运动 是 向 前 还 是 
往 后 .对 热 的 分 布 来 说 情况 就 不 是 这 样 , 其 中 特有 的 衰减 性 和 平稳 性 告诉 我 们 
时 间 是 前 进 的 ， 尽管 有 这 些 区 别 , 我 们 将 发 现 用 来 求解 热 方程 的 基本 方法 可 用 
于 波 方程 . 


波 方程 的 推导 


考虑 一 根 齐 次 的 弦 , 它 是 绷 紧 的 且 抵 抗 弯曲 的 作用 可 忽略 不 计 . 在 静止 时 ， 
弦 伸 展 在 z = 0 和 z = 工 之 间 . 弦 可 以 多 种 方式 振动 . 例如 , 弦 上 的 点 可 以 在 
Zz- 轴 上 做 简单 的 前 后 运动 , 这 样 弦 的 形状 保持 平坦 的 . 这 样 的 振动 称 为 纵向 振 
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动 . 假设 当 某 点 的 位 置 , 它 当 弦 在 静止 时 是 (zx,0,0), 由 (ri(z,t),72(z,t), ra(z,t)) 
给 出 , 其 中 ri,，72 和 rs 为 某 些 函数 . 对 纵向 振动 , 有 ra = ra = 0. 一 般 地 , 可 
以 证 明 函 数 71, rs 和 rs 由 三 个 偏 微 组 成 的 方程 组 , 其 中 的 每 个 偏 微 都 是 典型 地 
非 线 性 的 (参看 [Antman] 和 习题 7). 为 了 简化 问题 , 假设 弦 在 平面 中 , 设 为 在 
zy- 平 面 中 振动 ( 即 rsa(z,t) = 0). 还 假设 考虑 中 的 弦 是 以 ri(z,t) = z 的 方式 振 
动 , 这 样 对 应 于 点 z 在 时 刻 t 的 位 移 ro(z,t) 只 在 y- 方 向 . 这 样 的 振动 称 为 横向 
振动 . 为 了 简化 记号 , 7r2(z,t) 用 wu(z,t) 表示 . 在 证 明 wu(z,t) 必须 服从 波 方程 的 
过 程 中 , 将 证 明 只 有 某 种 类 型 的 弦 会 有 非 平 凡 的 横向 振动 . 称 这 样 的 弦 在 给 定 的 
拉 伸 范围 内 是 “线性 弹性 的 ". (精确 的 定义 在 下 面 给 出 , 但 粗略 说 来 , 这 意味 着 
在 弦 上 任 一 点 处 的 张力 与 附近 的 伸展 系数 成 正比 ). 虽然 对 一 个 任意 大 的 拉 伸 范 
围 , 没有 一 根 实体 物理 弦 是 线性 弹性 的 , 我 们 还 是 至 少 能 说 导致 的 波 方程 的 解 是 
有 效 的 , 只 要 拉 伸 的 程度 不 是 太 过 分 的 话 . 在 下 面 的 推导 中 , 我 们 不 再 作 通 常 的 
(但 实际 上 是 不 必要 的 ) 假设 : 为 了 获得 一 个 线性 的 波 方程 , 假设 像 us(z,t)? 这 
样 的 项 可 忽略 不 计 . 


u u 


Tr(xo ,1) 


0 Xo L 


图 1 


在 图 1(b) 中 , w(zo,t) 是 弦 在 z- 轴 上 点 zo 处 在 时 刻 t 的 垂直 位 移 , 如果 
弦 在 静止 时 的 位 置 如 图 1(a)， 由 横向 振动 的 假设 ， 没 有 水 平方 向 的 位 移 ， 向 
量 TPR(zo, 娘 (参看 图 2(b)) 是 弦 在 zo 的 右 端 部 分 施 于 zo 的 左 端 部 分 的 作 
用 力 ， 称 TR 为 在 时 刻 t 时 在 zo 处 的 右 张 力 ， 类 似 地 ，TL(zo,t) 定义 为 左 
张力 ， 假 设 在 zo 处 TR(zo,t) 与 wz 作为 x 的 函数 的 图 像 相 切 ， 并 假设 
Ta(zo,t = 一 TL(zxo,t). 最 后 的 假设 似乎 隐 含 着 弦 上 的 点 将 不 作 运 动 , 因为 在 每 
点 上 的 净 作 用 力 是 TL + Tk = 0. 然而 , 由 于 每 点 的 质量 是 0, 由 Newton 方程 
F = ma, 一 点 的 加 速度 是 不 确定 的 . 为 了 得 到 点 zo 的 加 速度 , 需要 取 弦 在 区 间 
[zo 一 ,zo 十 月 上 的 净 作 用 力 与 在 这 段 区 间 上 的 弦 的 质量 的 比 当 h 一 0 的 极限 


中 原文 误 为 图 2(a). 一 一 译 者 
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(参看 图 2(a)). 


u 


T,(xo-h,!) Tr(xo+h,t) 


计算 该 极限 如 下 . 令 在 zo 在 时 刻 t 时 左 (或 右 ) 张力 的 大 小 为 T(zo,t). 它 称 为 
在 时 刻 t 在 zo 处 的 张力 . 假设 当 弦 是 直线 时 (如 图 1(a)) 张力 是 正常 数 To. 如 
果 相 对 于 静止 时 的 长 度 弦 以 s 的 倍数 被 拉 伸 , 则 新 的 张力 具有 形式 g(s) To, 其 
中 g(s) 是 依赖 于 弦 的 特性 的 某 个 函数 . 即 , 假设 函数 9 只 依赖 于 s, 而 与 其 他 的 
量 , 如 拉 伸 率 以 及 由 于 牌 曲 产生 的 温度 的 改变 无 关 . 显然 g(1) = 1, 因为 如 果 当 
弱 疫 有 被 拉 伸 ( 即 s = 1) 时 , 张力 是 Tho. 假设 关于 拉 伸 s, 这 在 振动 期 间 会 出 现 
的 , g(s) 是 C+. 利用 这 些 假设 以 及 振动 是 横向 的 限制 , 将 证 明 Newton 第 二 定 
律 隐 含 g(s) = s( 即 , 弦 上 的 张力 与 拉 伸 倍数 s 成 正比 ). 然后 将 看 到 导致 的 关于 
u(z,t) 的 偏 微 (没有 任何 关于 w2 可 忽略 不 计 的 有 疑问 的 叙述 ) 必然 是 个 线性 偏 
微 , 即 波 方 程 . 


定义 ”一 根 弦 当 张 力 为 To、 被 拉 伸 倍数 s 在 [ab 之 内 时 其 张力 变 为 Tos ( 即 


9(5) = s), 则 称 该 弦 对 于 a < s < b 是 线性 弹性 的 . 


更 精确 地 , 结合 Newton 定律 , 我 们 将 证 明 : 弦 容 许 有 非 平凡 的 横向 振动 , 实际 
上 隐 含 该 弦 对 于 s 在 这 种 振动 期 间 出 现 的 任 一 范围 内 是 线性 弹性 的 .在 上 面 
的 图 2(b) 中 , 在 区 间 [z,z + Az] 之 间 的 弦 被 拉 伸 大 约 VAzz 十 Avw2/Az 的 
倍数 , 当 Az 一 0 时 它 趋 于 s = VI+ 好 . 在 z 处 右 张 力 的 方向 近似 等 于 单 
位 向 量 (人 Axi + Auzj)/VAz2 + Au2, 当 Arz 一 0 时 它 趋 于 确切 的 单位 切 向 量 
(i+azj)/VI+ 公 = 16vuaj). 因此 ， 


TR(z,t) = 9(s) -To- =G+auz(z,bj) yg rie 
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从 而 , 如 图 2(a) 所 示 , 在 x 一 h 和 zz 十 h 之 间 弦 上 的 净 作 用 力 是 
F(z,t) = TL(z—h,t)+ Tr(T+h,t) = Tr(T+h,t) — Tr(z —h,t). 


由 于 只 考虑 横向 振动 , 所 以 弦 从 z 一 h 到 z +h 这 部 分 上 的 质量 保持 与 这 部 分 
弦 是 直线 静止 状态 时 相同 , 即 2hD, 其 中 D 是 当 弦 是 直线 时 每 单位 长 度 的 质量 
( 即 , D = 在 图 1(a) 中 直线 弱 的 线 密度 ). 由 Newton 定律 和 纯 横向 振动 的 假设 ， 
弦 在 z 处 的 加 速度 是 


下 
-02hD ”万 A 2h 未 (Fatz +h,t) — Ta(z —h,t)) 


a) 


3 


1 1 
utt(Zt)j = lim 5 


证 Dr( R) = 三 元 
由 两 边 i 和 j 的 分 量 相等 , 有 


= 姑 元 (22) (2) 
和. 7 7 
Utt = 己 9 Uzz 十 es Or OC (3) 


其 中 s = V1i+ 级 . 因此 , (2) 隐 含 G(s) = 2 与 z 无 关 . 现 有 


0= 妨 (G(VIT 吧 ) 或 G(s(z1,t) = G(s(z2,t) (2) 


对 [0, 工 中 所 有 的 zk: 和 zo 成 立 (为 什么 ?). 对 任意 固定 的 时 间 t, 可 如 此 选取 
点 zl, 使 得 uz(z1,t) 为 0.( 这 里 假设 弦 的 两 端点 固定 , 然后 利用 Rolle 定理 .) 于 
是 s(z1,t) = 1, 而 且 由 于 G(1) = g(1)/1 = 1, 所 以 由 (2') 得 出 : 对 任意 xz2 以 及 
振动 期 间 的 任意 t, 有 G(s(z2,t)) = 1. 因此 , 对 横向 振动 中 出 现 的 任意 拉 伸 率 s， 
g(s) = s. 于 是 , 偏 微 (3) 化 为 波 方程 : 


_ 70 


ut 一 a2uzz， 其 中 az > 


(4) 


注 记 在 许多 的 推导 中 , 偏 微 (3) 的 线性 化 可 通过 直接 假设 好 是 可 以 忽略 
不 计 的 得 到 , 这 样 可 以 (实在 太 方便 了 !) 在 偏 微 (3) 中 令 s = 1, 则 该 偏 微 就 成 
为 线性 波 方程 (1). 然而 , w2 是 小 量 的 假设 就 预先 假定 了 对 典型 的 非 线 性 偏 微 
(3) 的 解 的 某 些 认识 (关于 线性 化 的 缺陷 , 参看 第 1.2 节 的 例 11). 我 们 非但 没 引 
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人 这 个 有 疑问 的 假设 , 而 根据 横向 振动 的 假设 和 Newton 定律 证 明 g(s) = s 来 
说 明 不 必 去 做 那 种 假设 . 性 质 g(s) = s 意味 着 弦 的 行为 像 拉 伸 的 弹簧 或 橡皮 筋 ， 
但 不 是 被 拉 伸 得 太 过 分 , 使 得 Hooke 定律 有 效 (参看 第 1.1 节 的 例 6). 然而 , 不 
是 所 有 的 弦 满 足 g(s) = s 的 , 除了 在 s = 1 的 一 个 很 短 的 区 间 里 . 例如 , 在 一 根 
捡 线 中 的 张力 即使 拉 伸 很 小 可 无 限 增加 , 然而 由 乳脂 糖 做 成 的 弦 由 于 拉 伸张 力 
其 至 最 终 会 减弱 从 本 质 上 来 说 , 我 们 已 经 证 明 对 那些 拉 伸 倍数 VI + 超过 
某 点 (z,t) 的 线性 弹性 的 弦 不 容许 有 纯 横 向 振动 w(z,). 口 


固定 端点 的 弦 的 标准 初 值 问题 的 求解 


像 处 理 热 方程 一 样 , 由 分 离 变量 法 先 找 出 wi = a?wuzs 的 所 有 乘积 解 . 把 
u(z,t) = X(T)T(t) 代入 ut =a2uzz, 得 


TV(t) 本 X"(7z) oa 
aT(t) Xz) 一 +X, 
其 中 和 是 某 个 非 负 常数 .关于 X(z) 的 常 微 X” = 士 X2X 与 第 3.1 节 中 关于 热 
方程 的 常 微 完 全 相同 , 但 关于 T(t) 的 常 微 T” = 土 Xza27' 的 解 , 由 于 是 时 间 的 二 
阶 导数 , 它们 是 不 同 的 . 可 能 的 乘积 解 归 人 下 面 三 种 情形 , 其 中 c1, co, di 和 do 
是 任意 常数 : 


X(z)T"(t) =a2X"(z)T(t) 或 


情形 1 (c= -》2 <0): 
u(x,t) = (di sin(Xat) + d2 cos(Mat))(c1 sin(Xz) + cz cos(Xz))， 


情形 2 (c= X? > 0): 


u(x,t) = (diexat + dze—*t)(c1e*? + coe—*7). 


情形 3 (c= 和 ?=0): 


u(z,t) = (dit + d2)(c17 + c2). 


现在 将 用 公式 来 表示 波 方程 最 简单 的 标准 初 边 值 问题 之 一 . 回忆 一 下 在 求 
解 Newton 方程 mz”(t) = F(t) 中 , 为 了 获得 关于 粒子 的 位 置 的 唯一 解 , 需要 指 
定 z(to) 和 z‘(to). 对 于 波 方程 ( 它 的 推导 基于 Newton 方程 ), 也 是 需要 不 仅 指 定 
弦 的 初始 形状 wu(z,0), 还 要 指定 初始 速度 wi(z,0). 不 然 无 法 得 到 唯一 解 u(z,t). 
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先 假设 弦 的 端点 固定 ( 即 , u(0,t) = 0, u(L,t) = 0), 虽然 在 第 5.3 节 考 虑 一 个 端 
点 或 两 个 端点 允许 垂直 滑动 . 期 望 在 合理 的 条 件 下 下 面 标准 问题 有 唯一 解 : 


DE. wrxs=auz, Og<r<L, 一 oo <t< 十 oo; 
B.C. w(0,t)=0, wt{L,t)=0; 


i ( 0) = f(z)， (初始 位 置 )， 
us(Z, 0) = g(7), (初始 速度 ). 


要 求 u(z,t) 在 包含 带 形 0 < xz < L，-00 < 上 < oo 的 一 个 开 区 域 上 (参看 第 1.2 
节 ) 有 C2 延 拓 . 像 处 理 热 方程 一 样 , 满足 B.C. 的 唯一 的 乘积 解 具 有 形式 (5)， 
其 中 co =0 且 入 = nn/L, n= 1,2,3,…. 通过 取 D.E. 和 B.C. 这样 的 解 的 线性 
组 合 , 得 到 如 下 形式 的 解 : 


N 
u(x,t) = > [4， sin " 十 Bn cos "| in 也. 


如 一 1 


注意 到 六 
ut(z,t) = > [An cos 二 — B, sin ed sin 2 (10) 


n=1 


在 (9) 和 (10) 中 用 上 = 0 代入, 得 


中 
- 
总 
| 
A 


总 之 , 我 们 已 建立 了 下 面 结果 : 


命题 1 问题 
D.E. urt=aurz, 0O0<zrg<L, -oo0<t<+o0 


B.C. wu(0,t)=0, wl(L,t)=0 
nn 
L 


jE | u(7z,0) = f(z) = ,8 sin 


ut(Z,0) = g(z) = 2 ,A sin 本 
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的 解 由 下 式 给 出 


nnat nnaty , Naz 
一 一 | Sin ey 


N 
u(z,t) = 六 [二 二 sin 7 十 Bn cos 


n=1 


注 记 这 里 已 经 分 别 用 jc) 和 ue 的 Fourier 正弦 系数 B,, 和 4, 来 表示 
u(z,). 注意 在 (9) 中 的 4 是 = 性 4 口 


当然 可 提出 f(z) 和 g(x) 不 是 有 限 正弦 级 数 的 问题 . 然而 , 如 果 f(z) 和 g(z) 

在 [0, ZL] 上 是 连续 和 分 段 C1 的 , 且 有 f(0) = f(L) =0 和 9(0) = 9() = 0, 则 我 

们 知道 在 任意 一 个 小 的 正 误差 之 内 f(z) 和 g(s) 可 由 它们 的 Fourier 正弦 级 数 

的 部 分 和 一 臻 逼近 (参看 第 4.3 节 的 定理 1). 于 是 , 这 样 的 f(z) 和 g(z) 可 由 在 

实验 误差 之 内 的 有 限 正弦 级 数 来 替换 . 后 面 将 证 明 , 如 果 两 个 解 的 初始 形状 和 初 
始 速 度 是 接近 的 话 , 那 这 两 个 解 必 是 接近 的 (参看 第 5.2 节 定 理 5 的 推论 ). 


例 1 求解 初 边 值 问题 


D.E. urt=auzr ,0<zr<L, —00 <t<+oo0; 
B.C. wl(0,t)}=0, wl(L,t) = 


u(x,0) = f(x) = 2sin re 
LC. es .S577 
ut(Z,0) = g(x) 一 sin 天 三 3sin 也 


解 对 于 Bs = 2, 4 = 1，45 = -3 以 及 其 他 的 4。 和 B,, 都 为 零 直 接应 
用 命题 1. 则 
L nat 3rat .| 377 3L . S57rat 5TZ 


四 = 二 sin 一 sin 一 二 
ul(z,t) na Sin I sin 下 十 2cos 7 si 本 有 sm 一 sin 了 


注意 到 为 了 迅速 得 到 解 , 可 以 在 f(x) 下 sin 丈 z 的 项 中 插入 因子 cos 蕊 他 ， 
在 g(z) 中 涉及 sin 好 2 的 项 中 插入 因子 = sin nat , 然后 相 加 得 解 w(z,t). 口 
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. nnat nnaty , nner 
un(z,t) = [An sin + Bn cos 地 ] sn 一 . 


称 为 在 z= 0 和 z = 工具 固定 端点 的 弦 的 谐 波 . 


当 n 取 遍 1,2,3,… 的 值 , 它们 构成 了 D.E.w = a?wzz 具 B.C.u(0,t) = wu(L,t) = 
0 的 完全 的 乘积 解 族 . 如 果 4。 和 B, 不 全 为 零 ， 可 重 写 wn(z,t) 如 下 令 
Ri 三 VA2 十 Bz2， 则 存在 9, 使 得 cosg。 = An/R, 和 sin9,, = Bn,/Rn, 因为 
(An/Rn)? + (Bn/Rn)? = 1. 因此 ， 


un(z,t) = Rn, [cosO, sin oe 十 sin On, cos 二 i 
t 
= sin(™—7 + On)sin —. 


可 见 随 着 t 的 变化 un(z, t) 在 土 尺 n sin 92 之 间 振 荡 . Rn, 称 为 un(Z, t) 的 振幅 ， 
0n 称 为 un(z, 的 相位 (参看 图 3, 其 中 R, = 1, 了 工 = 6). 


[| 交付 


谐 波 完成 一 次 振荡 所 用 的 时 间 称 为 它 的 周期 . 周期 与 n 成 反比 . 为 了 求 出 第 m 
个 谐 波 的 周期 , 令 对于 = 2r 然后 解 t, 得 t= 2L/na. 每 单位 时 间 的 振荡 数 称 为 
谐 波 的 频率 , 它 正好 是 周期 的 倒数 . 于 是 , 弦 (端点 固定 ) 的 第 n 个 谐 波 的 周期 
和 频率 分 别 由 下 面 给 出 : 
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唯一 性 和 能 量 积分 


与 热 方程 一 样 , 存在 唯一 性 问题 . 对 给 定 的 f(z) 和 g(z), 问题 (4) 会 有 不 同 
的 两 个 解 吗 ? 


定理 1 (唯一 性 ) 设 wi(z,t) 和 zu(z, 是 下 面 问题 的 C2 解 : 


DE. ur=aus, Og<r<L, -oo <t< +oo; 
B.C. w(0,t) = A(t), wl(L,t) = BO); 
LC. w(xz,0)= /f(z), u(r,0) = gy(z). 


对 所 有 的 0<z<L -00<t<+o%o0, ul(z,t) = us(z,t). 


证 明 令 wvw(z,t) = wi(z,t) 一 uz(z,t). 注意 到 v 满足 相应 的 具 齐 次 B.C. 和 
LC. 的 问题 . 特别 , v(z,0) = 0 和 w(x,0) = 0. 需要 证 明 对 所 有 的 t, uv(z,b = 0. 
第 3.2 节 在 对 应 的 定理 1 的 让 明 中 , 通过 对 t 求 导 证 明 户 vw(z,t)?dz = 0 来 完 
成 . 这 里 将 证 明 函 数 
L 
H(t) = 下 [a2vz (2, t)? 十 w(z,b2dz (16) 
0 


等 于 零 . 一 旦 这 个 被 证 , 则 对 [0, 刀 所 有 的 x 和 所 有 的 实数 t,， wi(z,t) = 0, 以 及 
(如 所 希望 的 ) 


t 
v(z,t) = v(z,t) 一 v(zZ,0) = 人 ut(Z,t)d = 0. 

0 

通过 积分 号 下 求 导 (参看 附录 3) 和 利用 ve = a?vzz, 来 计算 H'(t): 

L L 
H’'(t) = / [a?2vzvzt 十 2ututtldz = 2a2 4 [wzvzt 十 Wuzz]dr 
L 
一 2 人/ (vv)de = 2a? [vz (7, t)v(z,t)]|# = 0, 
因为 (由 B.C. vw(0,t) = 0 和 vw(L,t) = 0) ve(0,t) = 旺 o(0 = 0, 以 及 类 似 地 


ve(L,t) = 0. 由 H(t) = 0, 得 知 H(t) 是 常数 , 但 该 常数 为 0, 因为 根据 关于 w 的 
初始 条 件 (注意 到 vj (zx,0) = 坚 w(z,0) = 0), 有 互 (0) = 0. 口 
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注 记 上 面 证 明 中 的 函数 矿 (t) 实际 上 与 由 v(z,t) 确定 的 弦 的 总 能 量 成 正 
比 . 的 确 , 从 z 到 rz+Az 这 段 弦 的 动能 近似 地 等 于 直 (DAz)[ur(z,t)]? ,其 中 DD 是 
每 单位 长 度 的 质量 . 把 弦 段 从 Az 拉 伸 到 VAz? 十 Aw ~ V1 wl(z,tj2Az = 
sAz 所 做 的 功 (消耗 掉 的 能 或 势能 ) 是 下 面 弦 段 在 拉 伸 过 程 中 长 度 增加 的 作 
用 力 (张力 ) 的 积分 : 


(s—l1)Az r2 
/ TOL ra = To (r+) 
0 


Arz 大 了 
一 7TbAz(s 一 1 十 3(s —1))= 370(s? —1)Az 


= 3Toluz(z, t)]?Az, 


其 中 , 如 同 波 方程 的 推导 , 已 经 假设 了 弦 是 线性 弹性 的 , 旦 具有 静止 张力 To. 因 
此 , 从 z 到 z+ Az 弦 段 的 势能 是 = 37oluz(z,t)]?Az. 把 它 与 动能 相 加 然后 对 
所 得 结果 积分 , 得 弦 在 时 刻 t 的 能 量 积分 (或 简单 地 称 为 能 量 ) 


1 L 
E(t) =3 /| [Toluz(z,t)]? + Dlue(z, t)]2]dz, (17) 


如 果 用 v 代替 vu, 它 是 (17) 中 H(t) 的 3D 倍 . 对 于 非 强迫 弦 , 我 们 认为 E(t) 

是 常数 . 因此 在 前 面 的 证 明 中 H'(t) = 0 是 没什么 好 惊讶 的 .当然 , 物理 直 党 不 

能 替代 上 面 H'(t) 的 直接 计算 , 不 过 物理 直觉 确实 促使 我 们 首先 考虑 函数 H(t). 

换 句 话说 , 唯一 性 (定理 1) 证 明 的 物理 基础 是 能 量 守恒 定律 . 口 
例 2 计算 第 ”个 谐 波 的 能 量 


u(z,t) = [An sin 人 + Br, cos ed 


7 ] sin 一， 
解 能 量 E(t) 由 (17) 定义 , 从 定理 1 和 E(t) 是 常数 ， 因 此 ， 


B(t) = (0), 所 以 只 需 计算 5(0): 


1 L 
E(0) =! ; / [Toluz(z, 0)]? + Dus(z,0]]?jdz 


=-3/ [nT B, coe 一 +D[ 4 sin 一 dz 


工 nn 2 2 72TTT 2 12 2 NAT 
Ee 一 dz] 
一 (ToB? + Da?A?2) = To(B? + A2)n? = Tb Ran， 
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其 中 记 住 = VY 办 以 及 到 = 4 + B2 是 谐 波 振幅 的 平方 . 通过 考虑 us(z,t)? 
和 wu(z,t)? 来 直接 计算 E(t) 是 可 能 的 , 但 相当 长 . 当然, 我 们 知道 不 论 如 何 最 
终结 果 是 E(0). | 口 

注 记 注意 到 对 给 定 的 振幅 , 第 n 个 谐 波 的 能 量 与 n? 成 正比 , 而 且 它 与 张 
力 和 振幅 的 平方 成 正比 . 然而 , 不 像 频率 wm = 翅 ZV 中 那样 , 能 量 MD D 
无 关 . 


例 3 (被 拨弄 过 的 弦 的 运动 ) a 
DE. ux =a2urz, 0 入 入 了 ~-o0<t<+o0 
B.C. w(0,t)=0, wv(L,t)=0 (18) 
1C. w(z,0) = f(z), w(z,0) = 


其 中 f(z) 是 由 图 4 中 所 展示 图 像 的 函数 . 换 句 话说 , 弦 在 (0, 工 ) 某 固定 点 
zo 处 被 “拨弄 ", 被 提升 位 移 wuo 然后 以 零 初始 速度 释放 , 即 w(z,0) = 0. 


E 
(uo>0,0<xo<L) 


解 我 们 有 


也 
7 0<z< zo, 
0 
f(z) = rT—L 
UO To<r<L. 


TZ0 一 L 
问题 (18) 的 形式 解 可 通过 计算 f(z) 的 Fourier 正弦 系数 B, 以 及 对 N= 二 ow 运 
用 公式 (13) 获得 (参看 命题 1).( 形 式 解 的 概念 在 第 4.3 节 中 引入 .) 注意 到 f(zx) 
是 连续 的 和 分 段 C! 的 . 分 部 积分 对 这 种 函数 适用 . 因此 ， 


B, -六 f(z)sin dr 
-3 (BE) FL + {re0s Hea 


L nn 
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端点 值 为 零 , 因 f(0) = f(L) = 0, 且 由 事实 


2 0<z< zo, 
TT)= 
f 人 ) 2 3 TO <ZI < L, 
Z0 一 卫 
得 到 
Pp ™0 vo NAT Lr wo NAT 
二 一 一 一 S ——( a gp 
Bn 泽 |/ a z+ i Td 
2 LN uo | nnzo uo i mTT0 
了 工 Nmnr Xo L Z0 一 工 L 
_ 2Luo 村 1 2 NTTO 
mm2r2 \xo 也 一 zo L 
2L?uo 1 sin PTzo 
72zo(L — zo) n2 L. 
形式 解 是 
2L?2uo > 1 nAro nanat . nnz 
ul(Zz, t) izo(L — zo) 和 2 证 pa sin a COS I Sin (19) 


令 wuN(z,t) 表示 (19) 的 前 N 项 和 . 则 vv(z 昌 是 D.E. 具 给 定 B.C. 的 Cee 解 . 
另外 , un(z,0) 是 f(z) 的 Fourier 正弦 级 数 第 N 部 分 和 , 这 样 就 知道 对 充分 大 
的 N, un(z,0) 将 在 事先 指定 的 误差 内 逼近 /(z)( 参 看 第 4.3 节 的 定理 1). 于 是 ， 
作为 实用 目的 , 被 拨弄 的 弦 的 问题 是 可 解 的 . 虽然 可 能 证 明和 (19) 是 收敛 的 ( 即 
u(Z,t) 对 所 有 的 (z,t) 有 定义 ), 但 wu(z,t) 不 是 C2 的, 因此 不 是 D.E. 的 严格 解 . 
利用 第 5.3 节 的 技巧 , 可 以 证 明 对 很 多 时 间 t, (19) 中 w(z,t) 的 图 像 由 三 条 线段 
组 成 , 它们 的 斜率 在 两 个 交汇 的 内 角 处 不 相等 . 的 确 , 这 两 个 角 沿 着 由 原形 状 和 
它 经 在 z- 轴 上 点 3L 反射 形成 的 平行 四 边 形 上 以 相反 的 方向 移动 (以 水 平 速 度 

a)( 参 看 图 5). 注意 到 wu(z,t 十 蛙 ) = wu(z,t). 特别 , 在 t= 于 时 , 弦 又 回复 到 原 
来 被 拨弄 时 的 位 置 并 重复 它 的 运动 . 使 sin 好 为 零 的 值 2 下， 号 ,名 
称 为 谐 波 cos 节 4 sin 85 的 节点 . 公式 (19) 显示 以 zo 作为 一 个 节 点 的 那些 谐 
波 在 和 式 中 消失 了 ， 这 是 由 于 有 sin 号 2 的 因子 . 口 


概要 5.1 


1， 波 方程 推导 :， 在 一 根 线 密度 为 D 的 弦 在 两 点 之 间 受 到 张力 是 的 拉 
伸 下 只 作 横 向 振动 的 假设 下 , 证 明了 (根据 Newton 方程 F = ma) 振动 的 振幅 
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图 5 


u(z,t) 必须 服从 波 方程 wu = a?uzz, 其 中 a? = 优 . 在 推导 过 程 中 , 证 明了 作 横 向 
振动 的 弦 必 是 线性 弹性 的 ( 即 ， 在 任意 点 的 张力 具有 形式 sTo, 其 中 s 三 V1T 好 
是 局 部 拉 伸 系数 ), 因此, 对 横向 振动 的 弦 , 为 了 得 到 一 个 关于 u(x,t) 的 线性 波 
方程 , 不 需要 假设 w2 是 可 忽略 不 计 的 . 


2. 固定 端点 的 标准 问题 (命题 1): 问题 


D.E. w= ra 0O<zr<L, -oo0<t<+o; 
B.C. wu(0,t) = u(L, ip = 0 

us,0) = f(2) = i sin 一 ， {S1) 
1.0, 


ut(z,0) = g(x) = 5 有 sin 7 
n=1 


的 解 由 下 式 给 出 : 
ul(z,t) = Si An sin lar 
A nna L 


(S2) 


3. 谐 波 : (S1) 的 D.E. 和 B.C. 的 乘积 解 称 为 谐 波 , 它们 具 形 式 (其 中 n = 
1 
n= sin( 0 )sin 2 
(S3) 


un(z,t) = [An sin 2 


+ Bncos 二 | sin 


其 中 fr = V 和 妨 +B2 是 谐 波 的 振幅 ， 


4s sb. 和 2 


R, R, 
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定义 相位 0,. 


4. 能 量 : (S1) 的 任意 解 在 时 刻 t 的 能 量 由 下 式 给 出 
工 
B00) =3 | tole OF + Dlule, Ohlaz, (84) 


在 唯一 性 定理 (定理 1) 的 证 明 中 已 证 明 它 是 常数 . 在 例 2 中 已 计算 出 (S3) 中 
谐 波 un(zx,t) 的 能 量 为 至 村 ToR2n2. 


5. 唯一 性 : 定理 1 隐 含 (S52) 是 问题 (S1) 的 唯一 解 . 更 一 般 地 , 即使 (S1) 中 
的 B.C. 用 w(0,t) = A(t) 和 w(L,t) = B(t) 来 替换 , 上 且 f(z) 和 g(x) 不 必 是 有 限 
的 Fourier 正弦 级 数 , 定理 1 表明 由 此 得 到 的 问题 至 多 只 有 一 个 C2 解 (可 能 无 
解 ). 通过 证 明 两 个 解 的 差 的 能 量 与 时 间 无 关 晶 最 初时 为 零 来 进行 定理 的 证 明 . 


6. 被 拨弄 的 弦 : 在 例 3 中 求 出 了 关于 被 拨弄 过 的 弦 的 问题 的 形式 解 . 通过 
截取 该 形式 解 , 可 构造 出 D.E. 和 B.C. 的 Ce 解 , 该 解 在 任意 事先 指定 的 实验 
误差 内 满足 IC.. 然而 , 可 以 证 明 形式 解 的 全 部 和 收敛 到 一 个 具有 若干 角 点 的 函 
数 ( 它 不 是 C1 的 ), 这 些 角 点 以 相反 的 方向 沿 着 一 个 平行 四 边 形 移动 , 如 图 5 所 
示 那 样 . 


练习 5.1 
1. 对 下 列 情形 求解 问题 
DE. wr=auzz, Og<rgL,—o0<t<+o0 
B.C. w(0,t)=0, w(L,t)=0 
IL.C. wl(z,0)= f(z), ut(z,0) = 9g(z). 
(a) f(z) = 3sin 至 — sin 她 =， a = $sin 27， 
(b) f(z)= sin? 至， g(7) = 
(c) f(z) =0,，g(z)= sin 琴 a 至 ， 
(d) f(z) = sin? 至 ， 9g(z) = sin 至 cos 
提示 对 于 (b) 和 (c), 利用 三 角 恒 等 式 . 对 (d), 利用 又 加 原理 . 
2. 假设 u(z,t) 满足 ws = a?uzz, (a 0). 
(a) 令 a,，B，zo 和 to 是 常数 , 且 a 关 0. 证 明 函 数 v(z,t) 满足 wut = (Ba/a)?vzz, 其 
中 vw(z,t) = wu(ar + zo, Bt + to). 


2 7 
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(b) 对 任意 常数 w, 令 天 = cosh (wjz+asinh (w)t 和 = alsinh (w)z 二 cosh (w)t. 回 
忆 起 cosh? wsinh?w = 1, 证 明 z = cosh (w) 王 -asinh (wjf 和 t= 一 a !sinh (w)z+ 
cosh (w)t( 即 (z,t) 一 (z,t) 是 可 逆 的 变量 变换 .) 
(c) 定义 (5,D) = wu(7z,t). 证 明 utt 一 a2uzz = Ur i 一 a?isz. 
提示 ”由 链 法 则 , wuz = izzz 十 Urtz = 证 coshw 十 za”! sinhw, 类 似 地 计算 wx 
和 Utt: 
注 记 变换 (z,b 一 (7,b) 称 为 耦合 空间 和 时 间 的 Lorentz 变 换 ，(c) 部 分 表 
明 波 方程 wtt 一 a2uzz = 0 在 Lorentz 变换 下 保持 形式 不 变 . 用 这 种 方法 ，Albert 
Einstein(1879 一 1955) 提出 了 他 著名 的 时 空 统一 理论 ( 即 相 对 论 ). 在 许多 物理 学 的 书 
籍 中 , 把 coshw 写成 V1 - v2/a2, 则 sinhw 就 写成 土 V1 一 避 /a? (为 什么 ?), 其 中 
vi 是 两 位 观察 者 的 相对 速度 , a = c = 光速 < 2.99 x 10sm /sec. 
. 在 波 方程 的 推导 中 (第 5.1 节 ) 我 们 没有 考虑 重力 的 作用 , 重力 在 zo 一 hh 和 zx 一 0+h 
之 间 的 弦 段 上 施 有 附加 的 力 2h.Dgj, 其 中 g = 32ft/sec? 是 重力 加 速度 . 
(a) 如 果 考 虑 重力 的 作用 , 推断 u(z,t) 服从 wtt = a?uzz 一 9. 
(b) 求 wi = a?uzz 一 g 满足 B.C. wu(0,t) = 0 和 w(L,t) = 0 的 一 个 解 , 且 该 解 与 t 无 
关 [ 即 w(z,t) = U(z)]. 该 解 代表 了 什么 ? 
. 在 第 5.3 节 , 我 们 证 明 B.C. wz(0,t) = 0 意味 着 弦 在 端点 z = 0 可 自由 垂直 滑动 (对 端 
点 = 工 类 似 ). 证 明 : 定理 1 的 证 明 得 出 在 一 个 或 两 个 端点 都 是 自由 滑动 的 情形 的 唯 
. 设 v(z,t) 和 w(x,t) 是 下 面 问题 的 C2 解 
D.E. ut = a2u vv、 Og<zrg<L1, 一 co<tf< 十 co 
B.C. w(0,t)=0, w(L,t)=0. 
(a) 利用 定理 1 证 明 的 技巧 来 证 明 
L 
4 J [a?vz(z, t)wz (zt) + vi(z,t)we(z,t)]dr = 0. 
0 
提示 vztwz 二 vztWwzt 十 Vzrtut + Vewzrz = (Vetwz + Ves)z. 
(b) 令 Bw,w) = 启 [3Tovzwz 十 3Dvewe]dz. 在 (a) 部 分 , 证 明了 B(v,w) 是 与 上 无 
关 的 常数 . 注意 到 u(x,t) 的 能 量 E, 是 B(w,w). 建立 结果 : 
B(v+w,v+w) = B(v,v) + B(w,w)+2B(v,w), (*) 
即 ， Evt+w E, 十 五 。， 除非 B(v,w) a 0: 
提示 把 Blo + w,v 十 w) 用 积分 形式 写 出 来 更 合适 , 注意 到 性 质 B(wi, wu2) = 


B(uz, ui) 和 Bl(ui 二 + U2, 4) 三 B(ui, u) 十 B(u2, vu) 是 显然 的 ， 这 些 都 是 得 到 (*) 所 需 
的 . 
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(c) 证 明 对 任意 两 个 谐 波 , 比如 wn(z,t)( 公 式 (14)) 和 wm(z,t), 其 中 m 关 n, 有 
B(um,un) 二 0. 由 (b) 得 出 wm 二 un 的 能 量 是 ww 和 wm 的 能 量 的 和 . 如 果 交 mm 这 
个 结果 仍 为 真 吗 ? 为 什么 不 是 ? 


(d) 证 明 
N 
u(x, t) -> 上 |B, cos sin 2 
的 能 量 是 
.> m2[B2 + (LA)?]. 
提示 已 = Ba = Bu un) = TN, Blun,un) + 
2 Be B(um, un) = 3 到 B(un, un). 
.考虑 问题 


DE. ut=urr, Oz, 一 oo< 寺 < 十 oo; 
B.C. w(0,t)=0, wl(7,t)=0; 
ILC. w(x,0)= zr 一 7Z)， u(r,0)=0. 


(a) 求 D.E. 和 B.C. 在 0.001 的 误差 之 内 满足 IC. 的 一 个 解 . 

(b) 通过 在 (z,t) = (0,0) 处 计算 wet 和 wzz 来 证 明 本 问题 没有 C? 解 . 

. 考虑 一 根 弦 在 zy- 平 面 中 振动 , 但 不 必 是 横向 振动 . 当 弦 是 静止 时 弦 上 的 点 具有 形式 
(z,0) 的 坐标 (0 < z 和 也). 假设 在 时 刻 t, 在 静止 时 位 置 是 (z,0) 的 点 具有 zy- 坐 标 
(7(z,t), 4(Zz,t)),[ 例 如 , 对 于 横向 振动 r(z,t = z, 对 纵向 振动 u(z,t) = 0]. 

(a) 证 明 对 应 于 点 z 的 局 部 拉 伸 系数 s 是 V7 坟 十 斌 . 

(b) 假设 对 应 于 点 z 的 张力 仍然 是 具有 形式 g(s)Tb. 根据 Newton 方程 (F = ma) 证 
明 r(x,t) 和 w(x,t) 满足 方程 组 


P= 方 训 (WS rz) 和 wit 三 访 六 (RA ) 


其 中 s = V7 统 十 让 ,并 有 B.C. 7(0,t) = wv(0,t)=w(L,t)=0 和 7r(L,t)= 工 . 
(c) 什么 时 候 这 些 方 程 是 非 耦合 的 , 即 它们 可 分 别 求解 ? 

(d) 如 果 D 和 To 允许 是 z 的 C1 函数 , 这 些 方程 仍然 有 效 , 但 To(z) 不 能 从 圆 括号 
中 提出 来 . 假设 g(s) = s 以 及 谎 [To(z)]-!dx < co, 求 方程 组 唯一 的 具有 给 定 B.C. 
的 与 时 间 无 关 ( 稳 态 ) 的 解 (R(z),U(z)). 什么 时 候 R(z) = z? 即 , 当 弦 是 以 标准 形状 
(z,0)，0 < z < 工时, 在 什么 情况 下 该 弦 是 真正 静止 的 ? 

- 对 于 在 一 介质 , 比如 在 空气 中 横向 振动 的 弦 , 必须 把 空气 的 阻力 考虑 进去 . 假设 空气 阻 
力 与 速度 ut(z, t)j 成 正比 (是 反 向 的 正比 )， 证 明 ul(z, t) 服从 方程 wtt = a2 Uzz 一 kue, 
其 中 大 > 0 为 某 个 实数 . 
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9. 利用 分 离 变 量 求 下 面具 空气 阻力 以 及 端点 固定 的 弦 问 题 (k > 0) 所 有 的 乘积 解 
D.E，autt =a —ku, Og<rg L, —o0 <t<+oo; 


B.C. wu(0,t)=0, ulL,t)=0. 


85.2 波 问 题 的 D,Alembert 解法 
我 们 已 经 知道 下 面 问题 的 解 (其 中 N < oo) 


DE. w=auzz, OTISL, -oo0<t<o 
B.C. w(0,t)=0,w(L,t)=0 


由 级 数 给 出 


] sn 2 
Sin 2 


到 nnrat nnat 
u(x,t) = 2 [元 An sin I + Bn, cos 7 
n=1 


如 果 f(z) 和 g(z) 不 是 有 限 的 Fourier 正弦 级 数 , 但 是 连续 的 和 分 段 Cl 的 , 且 
在 z=0 和 z= 工 处 为 零 , 通过 截取 它们 的 Fourier 正弦 级 数 , 可 在 任 一 ( 正 的 ) 
实验 误差 之 内 逼近 f(z) 和 g(z)( 参 看 第 4.3 节 的 定理 1). 因此 , 对 这 样 的 f(z) 
和 g(x), 问题 (1) 就 实用 目的 来 说 , 像 大 家 所 知 的 几乎 都 已 得 解 . 然而 , 为 了 理 
论 具 有 精确 的 价值 , 我 们 需要 知道 在 f(z) 和 9(z) 方面 的 小 变化 引起 在 解 方面 
的 小 变化 . 否则 , 两 个 不 同 的 允 近 , 它们 都 在 实验 误差 之 内 , 可 能 导致 引起 显著 
不 同 的 解 . 这 种 “ 解 关于 I.C. 方面 变化 的 连续 性 性质, 热 方程 已 经 利用 最 大 值 
原理 建立 (参看 第 3.2 节 的 定理 2). 然而 , 把 最 大 值 原理 直接 转 到 波 问 题 (1) 的 
情形 是 失效 的 , 如 下 例 所 示 . 

例 1 在 问题 (1) 中 取 f(z) = 0 和 g(xz) = sin(xz/L). 证 明 解 u(z,t) 的 最 
大 值 不 在 t=0, z=0 或 z= 工 上 出 现 . 

解 解 是 w(z,t) = 去 sin(rat/)sin(rz/). 注意 到 w(z,t) 在 端点 以 及 在 初 
始 时 取 零 ( 即 wu(0,t) = 0, wu(L,t) = 0， wu(z,0) = 0). 然而 , u(z,t) 关 0, 似乎 应 
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该 作为 热 方程 最 大 值 原理 的 直接 结论 所 隐 含 的 ， 的 确 , u(x,t) 的 最 大 值 出 现在 
z= 二 ,t= 3L/a (以 及 出 现在 t= (2n +3)L/a, n= 0, 士 1)…). 口 

最 大 值 原理 直接 转换 失败 的 原因 是 (1) 中 IC. 的 两 个 条 件 没有 都 被 考虑 进 
去 . 最 终 (参看 定理 5), 我 们 证 明 (1) 的 解 u(z,t) 服从 下 面 类 型 的 最 大 值 原理 : 


lu(z,t)| < max |f(z)|+ LE max lo(s)l. (3) 


max 
0g<z&L, —o0<t<o0 0<zr<L 2a 0gzr<L 


注意 到 其 中 涉及 (x) 和 g(z), 而 且 绝 对 值 不 能 去 掉 . 利用 (3), 将 建立 所 期 望 的 
结果 (参看 定理 5 的 推论 ): 在 IC. 方面 的 小 变化 导致 解 方面 的 小 变化 ， 对 热 方 
程 在 第 3.2 节 的 定理 3 已 经 得 到 .得 到 (3) 的 关键 是 具 IC.u(z,0) = f(z) 和 
ut(z,0) = g(z) 的 无 限 弦 (-o0 < z < oo) 波 方程 解 的 D'Alembert 公 式 , 即 


ul(z,t) = lf(z ~ at) 十 f(z 十 at)] 十 立 /- 


该 公式 本 身 就 非常 有 意义 , 它 避 免 了 以 Fourier 级 数 逼 近 的 无 穷 级 数 的 收敛 问 
题 . 我 们 首先 的 目的 是 推导 D'Alembert 公式 (4). 


D’Alembert 公式 的 推导 
可 把 波 方程 写成 下 面 形式 
2 
( 弯 -2 京 )ve9=o (9) 


其 中 在 圆 括 号 中 表示 的 是 一 个 微分 算 子 , 它 作用 到 函数 v 得 wr - a2wss. 它 可 
分 解 成 两 个 一 阶 算 子 相 乘 : 


0 ,0 80 8\/9 
王 -* "0-( 训 到 )( 


可 以 利用 这 个 分 解 求 出 波 方程 的 通 解 . 假设 u(z,t) 是 (5) 的 任 一 C2 解 . 注 
意 到 


0 9 
(六 a ) [ut 十 auz] = ut 一 a2uzz = 0. 
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换 句 话说 , 函数 y(z,b = wi + auz 满足 偏 微 w - ayz = 0. 由 于 该 偏 微 的 特征 线 
(参看 第 2.1 节 ) 具有 z+at = 常数 的 形式 ， 所 以 得 知 解 y 必 具 y(z,t) = h(z+at) 
的 形式 , 其 中 hh 为 某 个 C1 函数 . 因此 ， 


Ut + auz = Yy(z,t) = h(z + at). 


这 个 关于 v 的 一 阶 偏 微 的 特征 线 是 z - at = 常数 . 鉴于 右 端 hz + at) 的 形式 ， 
作 变 量变 换 


w=7—-at 和 z=2z+at. 
令 v(w,z) = wu(z,t), 得 
ut Quz = Vw + Vzzt + a(Vw Wz 十 WUzzz) = 2av;s = h(z). 


从 而 , v(w,z) = 去 h(z)dz 十 G(w) = F(z) 十 G(w), 或 


u(z,t) = F(z +at)+G(z— at). (7) 


于 是 证 明了 波 方程 的 任意 解 能 写成 (7) 的 形式 , 其 中 F 和 G 是 任意 C? 函数 . 
反 过 来 , 容易 验证 任 一 形式 (7) 的 函数 是 波 方程 的 解 ( 即 (7) 是 通 解 ). 如 果 对 固 
定 的 t 要 绘 出 作为 z 的 函数 F(z + at) 的 图 像 , 可 通过 把 F(z) 的 图 像 向 左 平移 
“at” 的 距离 得 到 , 正如 读者 可 验证 的 . 因此 , F(z + at) 描述 了 具 初 始 形状 F(zx) 
的 波 以 速度 a 向 左 移动 . 类 似 地 ,G(x 一 at) 产生 以 速度 a 向 右 传播 的 波 . 我 们 已 
经 证 明 wi = a2uzz 的 解 是 以 速度 a 沿 相反 方向 传播 的 两 个 波 的 琶 加 . 

例 2 我 们 知道 cos(Xat) sin(Xz) 是 wr = a2uzz 的 (乘积 ) 解 . 因此 , 必 能 把 
cos(Xat) sin(Xz) 写成 F(z +ati) +G(z 一 at) 的 形式 . 请 写 出 这 种 形式 . 

解 对 a = Az 和 B= AXat 利用 恒等式 cosBsina = [sin(a+6)+sin(a-/B)]， 
得 

eT lsin(Az + at)) + sin(A(z 一 四 站 


这 就 表示 为 “ 驻 波 ”乘积 解 , 作为 以 速度 a 向 右 和 向 左 传播 的 波 的 个 加 . 0 
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定理 1(D;Alembert 公式 ) 对 -co<z<oo, 设 jlz) 是 C2 的 , g(z) 是 Cl 
的 . 则 问题 


D.E. wt=ausz, -00 < < oo， -oo<t<oo 
LC. ul(z, 0) = f(z), ut(Z, 0) 二 9(z) 


的 唯一 解 由 下 式 给 出 


(8) 


rtat 
vu{z,t) = [f(z +at)+ f(z—at)+ 元 广 ， g{r)dr. 


证 明 我 们 知道 , 如 果 (8) 的 解 存 在 , 则 它 必 有 一 般 形式 wu(z,t) = F(x 十 
atj)+Gz 一 at), 其 中 已 和 G 是 C2 函数 . 由 I.C., 得 


f(z)= u(r,0)= F(z+0:a)+G(r -0.a)= F(z) + G(r), (10) 
g(z) = ur(7z,0) = F(z)a — G(x)a. (11) 
对 第 二 个 方程 积分 , 得 到 下 面 关于 未 知 函数 F(z) 和 G(z) 的 一 对 方程 : 


F(a) + Ge) = flo), Fle) -Ga =2 /smart+c 
其 中 C 是 任意 常数 . 两 式 相 加 及 相 减 ,得 
F(z) = 3[/(z) 十 :/ 9g(r)ar 十 C] (12) 


了 0 
Ge) = 3[f(2) :/ g(r)dr ~ C] = 了 [fo) 二 > g(r)dr -Cl (13) 


这 些 等 式 对 所 有 的 x 是 恒 等 的 , 就 如 同 sin2z = 1 - cos2z 是 恒 等 的 . 由 此 , 在 
(12) 中 用 z + at 替换 z 而 在 (13) 中 以 x - at 替换 z, 得 到 有 效 的 结果 [例如 ， 


sin2(z + at) = 1 — cos?(z + at)], 即 


1 1 Z 十 Qt 
F(z+at)=3[f(r+at)+= / g(r)dr + 0], 区 
0 


0 
Gl -od = 3 -d+ wn) 0), (15) 


292 : 第 五 章 波 方程 


将 这 些 表 达 式 相 加 就 得 到 (9). 然而 , 上 述 的 证 明 是 基于 问题 (8) 的 解 存在 的 假 
设 的 . 我 们 刚 证 明了 如 果 解 存在 , 则 该 解 必 由 D'Alembert 公式 (9) 给 出 . 最 后 
我 们 必须 证 明 由 (9) 给 出 的 u(z,t) 确实 满足 (8). 注意 到 由 (12) 和 (13) 定义 的 
F(z) 和 G(x) 是 C2 的 , 因为 f(z) 是 C? 的 , g(z) 是 Cl 的 (g(r)dr 是 C0? 
的 , 因为 它 的 导数 是 Cl 的 ).(9) 的 右边 是 F(z 十 at)++G(z 一 at), 了 和 G 是 C2? 
函数 , 因此 可 知 由 (9) 定义 的 u(zx,t) 满足 D.E.. 初始 条 件 (8) 满足 , 因为 根据 下 
和 G 构造 , 由 (12) 和 (13) 定义 的 F(z) 和 G(z) 满足 (10) 和 (11). 口 

注 记 在 问题 (8) 中 没有 边界 条 件 , 因为 弦 没 有 端点 .对 一 有 限 弦 ， 比 如 
0 入 z 芝 了 函数 f(z) 和 9g(z) 只 定义 在 [0,Z 上 , 日 f(z 土 at) 对 大 的 t 将 无 定 
义 , 造成 解 (9) 不 确定 . 后 面 通过 把 f(z) 和 g(z) 延 拓 成 (以 多 种 方式 延 拓 , 这 


取决 于 B.C.) 对 所 有 的 z 有 定义 的 函数 来 解决 这 个 问题 . 口 
例 3 求解 
D.E. wt=aurzs, 一 oo <z,t<oo 
LC. wl(z,0)= 天 ut(Z,0) 一 0. 


解 这 是 以 flz)=(1+z2)-! 和 g(z) =0 的 问题 (8). 由 (9), 该 解 为 


1 1 
1+ (z+at)? Trl 


初始 形状 u(x,0) 的 图 像 由 下 面 的 图 1(a) 显示 . 


ucb = 3 (16) 


1 1 1 
1+x? z| rr | 
(a) (b) 


图 1 


在 t= 1/a 时 w(z,t) 的 图 像 是 图 1(b) 中 实 线 的 曲线 , 它 由 和 加 在 t = 1/a 时 对 
应 于 解 (16) 中 的 两 项 的 两 个 虚线 图 像 来 获得 . 最 终 , 该 解 看 上 去 像 两 个 形 如 (a) 
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中 的 波形 , 但 具有 一 半 的 振幅 , 一 个 以 速度 a 向 左 移动 , 而 另 一 个 以 速度 a 向 右 
移动 . 你 也 许 希 望 通过 用 一 根 长 绳 做 实验 来 证 实 这 种 行为 确实 会 发 生 . 口 


例 4 求解 


DE. ut=aurz, 一 oo < zt<oo 


LC. w(x,0)=0, ui(z,0) = [5 


在 任意 固定 的 z, 当 t 一 00 时 w(z,t) 的 振幅 的 极限 是 多 少 ? 


解 这 时 弦 最 初 是 平 直 的 (w(z, = 0), 但 在 上 = 0 有 可 变 的 向 上 速度 . 在 x 
处 的 向 上 速度 是 2(1 + z2)-1. 由 (9)， 


I 1 
u(x,t) = 5 人 5 dr = zlarctan(z 十 at) 一 arctan(z — at)]. 


在 t= l/a 时 两 条 虚线 曲线 的 和 ( 实 线 ) 的 图 形 在 下 面 图 2(a) 中 展示 : 


随 着 时 间 的 进展 , 虚线 曲线 往 左 和 往 右 移动 , 它们 的 和 的 图 像 如 图 2(b) 展示 . 注 
意 到 对 每 个 固定 的 z, 有 


1 nn 
lim w(x,t) = —[arctan oo 一 arctan{ 一 oo)] = 一 . 口 
lim, uz,t) = = (~o0)] = 2 
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定理 2 (最 大 绝对 值 原 理 ) 设 f(z) 和 g(x) 分 别 是 -oo <z < co 上 C2 和 
Cl 的 . 假设 Mis 二 max_co<z<ooj|j(z)l < 00,( 见 下 面 的 注 记 ) 并 设 1 是 当 € 
和 d 在 所 有 可 能 的 取 值 中 变化 时 绝对 值 | /<g(z)dz| 的 最 大 值 . 则 


D.E. Utt = Quzz, —o0<T<00, 一 co<t<oo 


LC. w(x,0)= f(z), ui(z;0) = g(z) 


lu(z, #)| <M1+ 立 9 (-o0 < z, 在 < oo). 


证 明 利用 D'Alembert 公式 (9), 得 
law, | < 3(f(z + od + f(z — oD) + | A (Wdrl < 42Ms + A. Oo 


注 记 因为 有 些 读者 知道 这 种 区 别 , 这 里 以 及 所 有 地 方 (参看 第 211 页 )， 
“max” 应 理解 成 可 以 是 +oo 的 “sup”. 同样 , 下 面 的 “min” 应 理解 为 “inf*. 当 
g(z) 三 0 时 , 得 ulz 罗 | < My, 即 , u(z,t) 的 绝对 值 不 超过 在 t= 0 时 v 的 最 大 
绝对 值 . 的 确 , 当 g(z) = 0 时 , 可 得 下 面 通常 意义 的 最 大 值 最 小 值 原理 (参看 习 
题 8): 


_Imin f(7)= Min wu(T, 0) < u(rz,t) < _ Max _au(2,0) = _ max f(z). 


当 对 所 有 的 z,g(z) > 0 时 , 注意 到 五 = /~ g(z)dz， 在 例 4 中 有 1 = 
/人 2(1 + z2)-ldz = 2r， 于 是 ,lu(z,b| < mr/a， 认 识 到 下 面 情形 是 重要 的 : 
/2 lg(z)ladz 会 是 无 穷 , 然而 五 (如 定理 2 中 定义 ) 也 许 是 有 限 的 ， 的 确 ， 对 
9g(z) = sinz 就 是 这 种 情形 , 这 时 I, = /5 sinzdz =2, 而 /2 |sinzldz = co， 口 

D'Alembert 公式 除了 得 出 最 大 绝对 值 原理 之 外 , 还 得 出 无 限 弦 波 问 题解 的 
许多 性 质 . 


性 质 1 干扰 以 速度 a 传播 . 


值 w(xzo,to) 只 依赖 于 g 在 区 间 [xo 一 ato, zo + ato] 中 的 值 和 f 在 该 区 间 的 
端点 值 . 从 几何 上 看 , 这 是 由 过 点 (zo,to) 的 特征 线 所 截取 的 区 间 , 如 图 3 所 示 . 
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特征 线 
依赖 区 间 


定义 ”区间 [zo 一 ato, zo 十 ato] 称 为 关于 点 (zo,to) 的 依赖 区 间 , [因为 w(zo,to) 
只 依赖 于 z 在 这 个 区 间 中 的 w(z,0) 和 w(x,0) 的 值 ]. 


物理 解释 是 a 表示 干扰 沿 着 弦 移 动 的 速度 . 这 种 干扰 在 时 间 to 内 不 能 达到 
弦 上 zo 的 点 , 除非 在 t= 0 时 弦 没 有 比 离开 ato 单位 更 远 的 位 置 ( 即 , 除非 弦 在 
(zo,to) 的 依赖 区 间 之 内 ). 在 第 七 章 , 我 们 将 发 现 , 若 to > 0, 关于 无 限 杆 热 方 程 
点 (zo,to) 的 依赖 区 间 由 整个 杆 组 成 ( 即 , 针对 热 方程 [但 不 是 “真实 ”的 , 因为 
速度 的 极限 是 光速 dj, 热 以 无 限 速度 传播 ). 


性 质 2 奇 / 偶 初 始 数据 产生 奇 / 偶 解 . 


若 f(z) 和 9g(z) 是 奇 的 , 则 wu(z,t) 关于 zx 变量 是 奇 的 , 因为 


口 


一 工 十 at 
un) = (e+ +fe + sar 


1 1 2 一 Qt 

加 [jz —at)— f(z+at)]— 3 / 硬 g(—s)ds 
r—at 

= -alf(z —at) + f(z+at)]+ 了 人 g(s)ds 
rtat 

= -alf(z + at) + f(z — at)] — 元 es 9(s)ds 

= ~—u(z,t). 


实际 上 , 由 唯一 性 推理 可 得 到 w(x,t) = 一 wu(z,t)， 显 然 易 见 函数 v(z,t) = 
一 u( 一 z,t) 满足 D.E. ut = a2vzz 以 及 ulz,0) = 一 u(-7z,0) = -f(-z) = f(z) 
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和 ve(z,0) = -wuw(-z;,0) = 一 g( 一 z+) = 9g(z), 即 , v(z,t) 和 wu(z,t) 满足 同样 的 定 
理 1 的 问题 (8). 唯一 性 以 及 v 的 定义 隐 含 u(z,t) = v(z,t) = -u( 一 x,t). 于 是 
u( 一 x,t) = 一 u(z,t)， 用 类 似 的 论证 方法 可 以 证 明 , 若 f(z) 和 9(z) 是 偶 的 , 则 
u(z,t) 也 是 偶 的 [ 即 , vw( 一 zx,t) = wu(z,)]. D 


性 质 3 周期 初始 数据 产生 周期 解 . 


如 果 f(z) 和 9(z) 是 周期 为 2L 的 周期 函数 , 则 ww(z,t) 关于 z 也 是 周期 是 
27 的 周期 函数 . 由 D'Alembert 公式 容易 得 出 这 个 结论 , 而 这 也 是 用 唯一 性 论 
证 方法 fv(z,t) = wu(z + 2L,t) 满足 相同 的 问题 ]. 这 个 事实 在 处 理 有 限 弦 时 是 有 
用 的 . 可 以 证 明 (参看 习题 11) 如 果 f(z) 和 g(z) 是 周期 为 25 的 周期 函数 县 
站 g(z)dz = 0, 则 w(z,t) 不 仅 关 于 z 是 以 2L 为 周期 的 周期 函数 , 而 且 关 于 +t 
是 以 2L/a 为 周期 的 周期 函数 . 口 

例 5 设 f(z) 和 g(z) 是 C2 函数 上 且 当 |z| > 10 时 为 0 假设 w(z,b) 是 
波 方程 ut = 4uzz 且 满 足 w(z;,0) = f(z) 和 wi(z,0) = 9g(z) 的 解 ， 验证 对 
t <15, u(40,t) = 0. 


解 这 里 a = 2, 直觉 上 预料 初始 扰动 f(z) 和 g(z) 的 传播 速度 不 会 超过 2. 
由 于 这 些 干 扰 在 t = 0 时 是 局 限 在 区 间 (-10,10) 内 (参看 图 4), 所 以 认为 在 区 
间 (一 10 一 2t,10 十 2t) 外 w(z,t) 为 零 . 点 xz = 40 只 有 当 上 > 15 时 落 在 该 区 间 ， 
因此 对 于 t < 15, wu(40,t) = 0. 的 确 , 利用 D'Alembert 公式 , 有 


1 1 40 十 2t 
u(40,t) = 31f(40 +24) + f(40—2D)]+7 / g(r)dr, 


此 式 在 t < 15 时 为 零 , 因为 在 t < 15 时 f(z) 和 g(xz) 在 [40 一 2t,40+24 上 
为 零 . 口 


u 
auaua oe 
-40 -30 -20-10 10 20 30 40 


u(x,15) 
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例 6 ( 半 无 限 弦 ) 令 f(z) 是 定义 在 zx > 0 上 的 C2 函数 , 且 f(0)=0 和 
f”(0) = 0. 解 下 面 在 端点 x = 0 固定 的 半 无 限 弦 (0 < xz < co) 问题 : 


D.E. wrt=aurz, 0 过 TZ< oo， 一 oo<t<oo 
B.C. w(0,t)=0 (17) 
LC. w(x,0)= f(z), wut(z,0) = 0. 


解 利用 性 质 2. 注意 到 f(z) 是 定义 在 zx > 0 上 , 但 可 考虑 (参看 图 5) 奇 
延 拓 fo(x), -oo <z < oo ( 即 , fo(zx) = f(z), 5 20 和 f(z) =—f(-z), x < 0). 


fC) /h(x) 


“相应 的 延 拓 问题 ”是 


D.E. w= aurz, -00<7,t<o00 (18) 
LC. w(x,0)= fo(z), ut{(7,0)=0. 

根据 D'Alembert 公式 , 该 问题 的 解 是 
uz,t) = 3[fo(s + ot) + folz ~ od)] (19) 


由 性 质 2, 得 知 (19) 中 的 w(z,t) 关于 z 是 奇 的 , 因 fo(zx) 是 奇 的 . 因此 , u(0,t) = 
0( 如 直接 从 (19) 可 看 出 ), 所 以 (19) 中 的 w(z,t) 满足 (17) 中 的 B.C.. 为 了 f(z) 
在 z=0 处 是 C2 的 , 需 假设 1”(0) = 0( 不 然 7(0+) 关 f4(0-) @. 于 是 wz, 加 
是 wr = a2uzz 的 C2 解 . 此 外 ， 


uz,0) = 3fo(z + a:0) + fo(z — a Ofolz) 


当 z >0 时 它 与 f(z) 相等 ( 即 ,(17) 的 ILC. 满足 ). 口 
@ 原 文 误 为 f”(0+) 关 (0-). 一 一 译 者 


. 298 . 第 五 章 波 方程 


注 记 例 6 中 用 的 方法 称 为 镜像 法 . 我 们 以 在 z = 0 处 的 边界 条 件 开始 着 
手 区 间 0 < z < co 上 的 问题 (17). 通过 考虑 初始 数据 的 倒 镜像 ( 奇 延 拓 ), 可 把 
问题 (17) 转化 成 熟悉 的 关于 无 限 弦 的 问题 (18). 奇 延 拓 人 迫使 (18) 在 x = 0 处 为 
零 . 若 (17) 的 B.C. 换 成 wz(0, = 0( 物 理 上 看 , 这 意味 着 在 端点 z = 0 处 可 自由 
垂直 滑动 ; 参看 第 5.3 节 ), 则 在 相应 的 延 拓 问题 中 我 们 应 该 取 f 的 偶 延 拓 f。( 因 
为 假设 f"(0) = 0).(18) 用 f。 代替 万 的 解 是 wu(z,t) = $fe(z + at) + fe(z — at)], 
且 wz(0,t) = (fe)'(at)+(fe) "(at)] = 0. 若 g(z) 不 为 零 , 就 利用 g(z) 的 与 f(z) 
相同 类 型 的 延 拓 . 这 由 下 面 例子 来 说 明 . 口 


例 7 在 端点 固定 半 无 限 弦 上 , 在 t= 0 时 波 具有 曲线 f(z)( 参 看 图 6). 假 
设 对 小 的 t, wu(z,t) = f(z +at), 即 , 波 以 速度 a 向 左 移动 . 在 t = 2 时 波 触 碰 到 
端点 . 在 t= 2 之 后 会 发 生 什 么 ? 


a 


全 x 
a 2a 3a 4a Sa 
固定 端点 
图 6 


解 我 人 有 wu(z,0) = f(z) 和 wi(z,t) = af'(z + at), 由 此 , 得 wi(z,0) = 
af'(z). 于 是 , 寻求 下 面 问题 的 解 


D.E. wr =a2uzz, 0O<r< 00, —00<t<o0; 
B.C. wl(0,t) = 0; 
LC. wv(z,0)= f(z), ut(z,0) = af’(zx). 


由 于 这 样 的 B.C., 取 f(z) 和 g(z) = af'(x) 的 奇 延 拓 . 9g(z) 的 奇 延 拓 不 是 
a(fo)(z)， 的确, (f。)'(z) 是 偶 的 (参看 第 4.3 节 的 习题 3, 该 题 说 明 奇 函数 的 
导 了 一 数 是 偶 的 , 反之 亦 然 ). 而 f'(z) 的 奇 延 拓 是 (f。)'(z), 因为 (fe)'(z) 是 奇 的 
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且 当 rz > 0 时 与 f(z) 相等 . 因此 , 相应 的 经 延 拓 的 无 限 弦 问题 是 


D.E. w= a2uzz, —00<7,t<o0 


IL.C. wl(z,0)= fo(z), wu(z,0) = a(fe) (x). 
由 D'Alembert 公式 , 该 延 拓 问题 的 解 是 
1 1 Z 十 at 
ul(zit) = 5[jotz +at)+ fo(z — at)]+ 二 /- a(fe)'(r)dr 


= 3lfo(z + at) + fe(z + od)] + 3lfo(z — at) — fe(z — ot)] 


= 3(fo+ fo) + ot) + 3(fo— fe)(e — ot). (20) 


在 图 7 中 , 绘 出 了 fo(z)，fe(z)，3(fo 十 fe)(z) 和 (fo 一 fe)(z) 的 图 像 . 


二 [AcO+KO9] 二 [AGO -AD] 


图 7 


现在 可 见 ,(20) 是 向 左 移动 具 初始 曲线 [fo(z) + fe(z)] 的 波 和 向 右 移动 具 初始 
曲线 引 [fo(z) 一 fe(z)] 的 波 的 侄 加 . 这 些 波 在 t= 2 时 互相 触 磁 且 对 于 2<t<4 
部 分 互相 抵消 ， 当 t > 4 时 , 移动 到 左边 的 波 已 完全 进入 “想象 ”的 区 域 z < 0， 


. 300 ， 第 五 章 波 方程 


而 原先 虚构 向 右 移动 的 波 完全 浸没 在 区 域 = > 0 中 . 因此 , 在 原先 图 中 往 端点 
z=0 移动 的 波 出 现 回 弹 , 但 在 返回 中 该 波 是 倒转 的 . 品 


用 镜像 法 和 D’Alembert 公式 解 有 限 弦 问题 
镜像 法 也 可 用 来 求解 有 限 弦 问题 : 


D.E，、wuwit = a2uzz， 0 和 zz 扫 了 一 oo <t< oo 
B.C. w(0,t)=0, wu(L,t)=0 


LC. wu(z,0)= f(x) wi(z,0)= g(z), 


此 问题 前 面 在 假设 f(z) 和 g(xz) 是 连续 的 且 分 段 C1, 并 假设 在 zx =0 和 z= 工 
处 它们 为 零 时 , 利用 Fourier 正弦 级 数 已 经 解答 过 (在 实验 误差 之 内 ). 这 里 用 不 
同 的 方法 来 解 这 个 问题 . 在 半 无 限 情形 时 , 延 拓 f(z) 和 g(x), 然后 用 公式 来 表 
示 相 应 的 延 拓 后 的 关于 无 限 弦 问题 . 函数 f(z), 0 < z < 工 可 通过 两 步 来 延 拓 : 
(a) 令 fo(z) 是 f(x) 在 [-L,L] 上 的 奇 延 拓 . 
(b) 令 fo(z), -oo <z< oo0, 是 fo(z) 以 2L 为 周期 的 周期 延 拓 . 
这 两 步骤 在 图 8 中 用 图 解说 明 . 


Wi 2 
一 IE 


因此 , 我 们 已 想象 地 把 有 限 弦 f(z) 的 初始 曲线 延 拓 成 无 限 弦 户 (z) 的 曲线 . 对 
初始 速度 g(z) 可 做 相同 的 延 拓 , 得 到 go(z). 下 面 的 定理 表明 有 限 弦 的 行为 犹如 
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LC. 是 以 (x) 和 5o(z) 给 出 的 无 限 弦 的 一 部 分 的 行为 . 


定理 3 令 f(z) 和 g(x) 是 定义 在 0< xz < LL 上 的 函数 , 设 产 (z) 和 5o(z) 
是 f(z) 和 g(z) 的 奇 延 拓 的 周期 延 拓 . 假设 f(z) 是 C? 的 , jo(z) 是 C1 
的 ， (如果 f(0) = f(L) = 0, f”(0) = f”(L) = 0 和 g(0) = g(L) = 0 以 及 
对 0 < xz < 工 , f(z) 是 C2 的 ,g(z) 是 C1 的 , 则 这 个 假设 就 成 立 .) 则 问题 (21) 
的 (唯一 ) 解 由 下 式 给 出 


和 1 IT 十 at 
umd) = loz tad + jolz -od + slr)dr, (9) 


此 为 初始 条 件 是 u(z,0) = fo(z) 和 wi(z,0) = go(z)，-oo < z < oo 的 无 限 弦 
的 解 . 


证 明 由 定理 1, 用 fo(z) 和 5。6(z) 替换 f(z) 和 g(z), 得 知 (22) 满足 具 工 C. 
u(z,0) = 廊 (z) 和 ui(z,0) = 5%6(z) 的 D.E.. 现 对 于 0<z<L, 户 (z) = f(z) 和 
5o(z) = g(z), 由 此 (22) 满足 (21) 中 的 LC. 以 及 D.E.. 由 于 第 5.1 节 的 定理 1 
隐 含 唯一 性 , 所 以 只 需 验证 (22) 满足 B.C.. 确实 , 因为 f, 和 5。 是 奇 的 , 所 以 


at 
u(0,t) = jo(at) + fo(—at)] 十 元 / | Do(r)dr = 0. 


为 了 验证 B.C.u(Z, = 0 满足 , 注意 到 fh 和 5 在 z= 工 处 在 把 (L 一 zx) = 
-- 访 代 + z) 的 意义 下 是 奇 的 ， 这 从 图 8 容易 看 出 , 但 也 可 计算 记 (L - z) = 
-fo(-L+7z)=—fo(2L—L+z) =—fo(L+z). 于 是 ， 


也 十 at 


wu(L,t) = [fo(L +at)+fo(L— at)]++ 元 网 ， go(r)ar， 


正如 所 要 求 的 . 口 
下 面 的 定理 表明 (22) 与 利用 Fourier 正弦 级 数 得 到 的 解 相同 . 
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定理 4 如 果 fo(z) 是 C0? 的 , go(z) 是 O01 的 , 则 问题 (21) 的 解 由 下 面 公式 
给 出 : 


aa Si NAT 
EE » 


了 (23) 


u{z,t) = 2 An sin < B, cos 


其 中 


L 
已 。 2 fsin dr 和 A = | g(z) sin Sdz, n = 1,2,3,.... 
Ta Jo L 
(24) 


证 明 由 性 质 3, (22) 给 出 的 u(z,t) 对 每 个 固定 的 t 是 关于 z 的 C2 周期 
函数 , 因为 亡 (z) 是 C2 的 ,5o(z) 是 01 的 . 此 外 , w(0,t) = wu(L,0) = 0. 因此 , 第 
4.3 节 的 定理 1 隐 含 对 每 个 固定 的 t, u(x,t) 等 于 它 的 Fourier 正弦 级 数 , 即 


u(x,t) = = bn(t) sin 7 (25) 
其 中 
bn(t) = 六 u(z,t) sin ds, (26) 
剩 下 来 证 明 
bn(t) = An sin 2 十 Bn cos 于 (27) 


由 于 w(z,t) 是 C? 的 , 所 以 在 (26) 中 可 在 积分 号 下 求 导 (参看 附录 3), 得 
pe ie NA7), 2a 三 TY 
W(t) = ;| utt(Z, t) sin dz S|/ Uzz Sin 4 
2 L 
A A 


到 -至 (到 ul(z,t) sin dr = — -(T) bn,(t), 
其 中 用 了 Green 公式 (参看 第 4.1 节 的 (9)). 因此 , b(t) 是 常 微 b(t) + (nra/ 
工 )?bn(t) = 0 的 解 , 因此 b,(t) 必 有 形式 


nnat 


EF 


nmat 
I 十 dn cos 


bn(t) = cn sin 


(28) 
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利用 (24), (26) 和 (28), 得 


L 9 L 
dn = bn(0) = zi/ u(x, 0) sin dz = zh f(z)sin de = B, 
0 - 


和 

ma, wo-2/ nz = 人 in nmzdz = ma 
于 oO= 工 人 ut(Z,0) sin I dz = g(x) sin L dz = T pa 

于 是 , d, = B, 和 cn = An, (27) 得 证 . 口 


注 记 定理 4 是 这 样 一 种 情形 的 第 一 个 例子 , 即 , 证 明了 一 个 形式 的 无 穷 级 
数 在 某 种 假设 下 (fo(z) 是 C? 的 , go(z) 是 C1 的 ) 是 偏 微 的 一 个 真实 解 ， 注意 ， 
通过 验证 (23) 中 的 每 项 都 满足 D.E. 还 没有 证 明 这 个 结论 . 一 般 而 言 , 没有 无 穷 
项 的 全 加 原理 . 我 们 不 是 采用 这 种 证 法 , 而 是 利用 镜像 法 和 D'Alembert 公式 获 
得 C2 解 的 存在 性 , 然后 (因为 知道 了 这 样 的 解 存在 ) 确定 它 的 Fourier 正弦 级 
数 应 该 是 什么 . 然而 , 对 热 方程 我 们 没有 做 这 样 的 推理 , 因为 对 热 方程 尚未 建立 
类 似 于 D'Alembert 公式 的 任何 结果 . 最 后 在 第 七 章 我 们 来 做 这 种 推理 , 从 而 在 
某 种 假设 下 对 热 方程 来 证 明 无 穷 级 数 解 的 有 效 性 . 口 

我 们 也 可 用 D'Alembert 公式 来 证 明 下 面具 固定 端点 的 有 限 弦 的 波 问题 最 
大 绝对 值 原 理 . 


定理 5 (最 大 绝对 值 原理 ) ”如果 f(z) 是 C2 的 , go(z) 是 Ca 的 , 则 下 面 问 
题 

DE. ur=auz, Og<r<L, -oo < 一 ooc; 

B.C. w(0,t)=0, wl(L,t)=0; 

LC. wu(z,0)= f(z), ut(z,0) = gfz)， 


的 解 满足 


L 
< 一 一 1, = 
lu(z,t)| < My 十 元 Wo, 其 中 Ms oa f(z)| 和 Ms om |9(z)|. 


证 明 由 定理 3 中 的 (22) 得 知 


es 了 1 IT 十 Qt 
u(z,t) = [fo(z 十 ahi) 十 Jo(z 一 ai] 十 元 / golT)dr. {29) 
rr—at 
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显然 , | 局 (z)| < My, 由 此 , 引产 (z+ ob 十 疡 (z 一 at)| < My. 还 需 证 明 
r+at 
人 go(r)dr 


由 于 请 go(r)jdr = 0 以 及 56 是 周期 的 , 所 以 5 在 任 一 长 度 为 2L 的 区 间 上 的 
积分 为 0 (第 4.2 节 , 命题 1). 通过 在 区 间 [z -atz+oil 从 左 端点 出 发 删 去 长 度 
为 2kL( k > 0 是 整数 ) 的 子 区 间 , 可 得 [+% go(r)dr 简化 成 go(r) 在 长 度 不 超 
过 2 的 区 间 上 的 积分 . 如 果 剩 下 的 区 间 长 度 < L, 则 go(r) 在 该 区 间 上 的 积分 
的 绝对 值 就 不 超过 LM,. 如 果 剩 下 的 区 间 的 长 度 在 工 和 27 之 间 , 则 该 区 间 至 
少 含 有 0, 士 厂 , 士 2 工 , 士 3 天, 中 一 个 点 . 然而 , 回忆 一 下 5。 关于 这 些 点 是 奇 的 . 
因此 , 删 去 关于 这 些 点 的 对 称 子 区 间 上 go 的 积分 , 将 转化 成 长 度 < 工 的 区 间 上 
的 积分 . 于 是 证 明了 (30). 口 


< LM,. (30) 


推论 (关于 初始 数据 的 连续 依赖 性 ) 令 wi(z,t) 和 w2(z,t) 分 别 是 下 面 问题 
的 解 (0 < x <L, -00 <t< oo): 


D.E. wi = a2uzz; D.E. wr = a2uzz; 


u(0,t) = A(t), ul(0,t) = A(t), 
u(L,t) = B(t); lL,t) = BO); 


i (Re je 1 


ut(Z,0) = g1(7); u(x,0) = g2(7). 


如 果 对 于 ec 6 > 0, |fi(z) - fo(z)| < ,lgi1(z) — go(z)| 和 5, 则 


L5 
[ui(z,t) — uz(7,t)| < e+ py 


证 明 对 =wi 一 uz, f= 有 一 fo 和 4g = gi 一 g2 的 情形 应 用 定理 5. 注意 
到 Ms 和 ce 和 Ao <5. 口 

注 记 这 个 推论 表明 , 在 初始 位 置 和 初始 速度 方面 的 小 的 变化 , 将 产生 在 解 
的 方面 的 一 个 小 的 变化 . 由 于 u, f 和 e 具有 长 度 单位 , 而 wu, 9 和 5 具有 速度 
单位 , 所 以 需要 有 “换算 因子 ”去 , 使 得 琢 @ 具 有 长 度 单位 . 实际 上 , 可 选择 时 
间 标 度 使 得 # = 1. 用 这 样 的 时 间 单 位 , 扰动 从 一 个 端点 传 到 另 一 个 端点 所 需 的 
时 间 是 £ = 2. 用 这 种 时 间 标 度 (31) 成 为 lu 一 wu2z| < ce 十 6. 口 

中 原文 误 为 短 . 一 一 译 者 


§5.2 波 问题 的 D'Alembert 解法 * 305 . 


例 8 在 第 5.1 节 的 例 3 中 , 假设 被 拨弄 过 弦 的 最 大 初始 高 度 wo 仅 知 道 是 
在 Auo 的 误差 之 内 , 且 在 拨弄 点 处 的 初始 速度 为 零 只 知道 是 在 人 vo 的 误差 之 
内 (比如 , 由 于 手 的 不 稳定 引起 的 误差 ). 估计 由 于 这 些 不 确定 性 造成 的 在 “ 解 ” 
方面 的 误差 Av.( 我 们 忽视 此 问题 没有 C? 解 的 事实 , 因为 f(z) 不 是 C3 的 . 通 
过 用 截取 f(z) 的 Fourier 正弦 级 数 来 替换 f(z) 能 克服 这 个 问题 , 这 种 截取 在 比 
Auo 和 Avo 小 得 多 的 误差 之 内 是 有 效 的 ). 

解 初始 形状 方面 的 误差 在 zo 处 最 大 , 其 为 人 wo, 因为 误差 随 着 点 趋 于 端 
点 线性 地 逐渐 减少 到 0， 类 似 地 , 初始 速度 的 最 大 误差 是 和 vo， 由 不 等 式 (31)， 
得 |Awu(z,t)| < Auo 十 过 Auo. 口 

注 记 习题 10 是 关于 利用 D'Alembert 公式 来 分 析 被 拨弄 弦 的 运动 的 ， 口 


概要 5.2 


1. 波 方程 通 解 : 利用 对 波 算 子 作 因 式 分 解 器 - a2 项 = (如 -a 是 ) 
(号 十 a 十 ), 我 们 可 相继 解 两 个 一 阶 偏 微 得 到 波 方程 ws = a?uss 在 整个 zt- 平 
面 上 的 通 解 

u(x,t) = F(T+at)+ G(r— at). 


2. D'Alembert 公式 (定理 1): 设 对 于 -oo <z < o,f(z) 是 C2 的, 9g(z) 
是 C1 的 . 则 问题 (关于 无 限 弦 ) 


D.E. utt = a2uzz， 一 oo < Tt< oo (81) 
LC. wl(z,0)= f(z), ur(7,0) = 9g(z) 
的 唯一 解 由 下 式 给 出 
u(x,t) = food + t)] 十 1 [可 d S2 
= -+ 人 ar (82) 


3. 无 限 弦 的 最 大 绝对 值 原理 (定理 2): 令 Ms = MAaAX—_w<r<o0 |f(z)|, 其 中 
f(z) 是 C2 的 , 设 1 是 当 c 和 d 取 遍 所 有 实数 时 所 有 绝对 值 | /*g(z)dz| 的 最 
大 值 . 则 问题 


D.E. wu = a2uzz, —00<7X,t<o0 


LC. w(x,0)= f(z), wu:(z,0) = g(z) 
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的 解 u(z,t) 满足 


1 
|u(z,t)| < Moy 十 ppl (一 oo < 1, t < oo). 


4. 无 限 弦 问题 (S1) 解 的 性 质 : 

性 质 1 解 的 值 u(zo,to) 只 依赖 于 f(z) 和 g(z) 在 依赖 区 间 [zo - ato, zo 十 
ato] 上 的 值 ( 即 , 干扰 以 速度 a 传播 ). 

性 质 2 如 果 f(z) 和 9g(z) 都 是 奇 的 (或 都 是 偶 的 ), 则 解 u(x,t) 关于 z 是 
奇 的 (或 偶 的 ). 特别 , 在 奇 的 情形 u(0,t) = 0, 而 在 偶 的 情形 wz(0, = 0. 

性 质 3 如 果 f(z) 和 g(z) 是 周期 为 2L 的 周期 函数 , 则 解 u(z,t) 关于 z 
是 以 2L 为 周期 的 . 如 果 还 有 [5g(z)dz = 0, 则 u(z,t) 关于 t 是 以 下 为 周期 
的 周期 函数 . 


5. 镜像 法 : 对 于 端点 固定 ( 即 , 具 B.C. w(0,t) = 0) 的 半 无 限 弦 问题 (z > 0)， 
将 初始 数据 f(z) 和 9(z) (原先 定义 在 x > 0) 奇 延 拓 形 成 相应 的 具 初 始 数据 
Jo(z) 和 go(z) 的 无 限 弦 问 题 . 由 上 面 第 4 部 分 的 性 质 2, 该 相应 问题 的 解 关于 zx 
是 奇 的 , 因此 满足 B.C.. 对 于 B.C.wuzs(0,t) = 0( 自 由 端点 ), 要 用 f(z) 和 g(z) 的 
偶 延 拓 作 为 相应 的 无 限 弦 问 题 的 初始 数据 . 对 在 = = 0 和 x = 工 有 固定 端点 的 
有 限 弦 问题 , 可 通过 在 相应 的 无 限 弦 问题 中 利用 周期 延 拓 廊 (z) 和 5。(zx) 来 求解 
(参看 定理 3 和 4). 


6. 具 固 定 端点 的 最 大 绝对 值 原理 (定理 5): 如 果 fo(z) 是 C?, go(z) 是 Cl 
的 , 则 问题 


D.E. ur =aurz, 0<zr< L, 一 oo < 上 < oo 
B.C. wu(0,t)=0, w(L,t)=0 
I.C. u(x, 0) ee f(z), ut(z, 0) = g(z) 


的 解 u(z,t) 满足 


L 
lu(z, | < My+ 元 Mo， 其 中 Mj = ova |f (7)| 以 及 M, = os lg(z)|. 


85.2 波 问题 的 D'Alembert 解法 “ 307， 


练习 5.2 
1. 就 下 列 情 形 求 


D.E. vt = a Uzrz, 一 Do < T, tt< co 


ILC. w(x,0) = f(x), uw{7,0) = gf(z) 


的 解 2 2 
(a) f(z) = 2?, g(7)=Z (b) f(z) =e  ，9g(z) = 2are ” 
(c) f(z)= 0, g(7)= 1 (d) f(z)= 1, g(z)=0 


(e) Flz) = sinz, g(7)= acosz (f) f(z) = 0, g(x) = sin2 z. 
2. 假设 u(z,t) 满足 习题 1 中 的 D.E. 和 B.C., 其 中 f(z) 和 g(z) 对 于 |z| < 10 时 为 零 ， 
且 a = 2. 证 明 w(0,4) = 0, 并 用 点 (0,4) 的 依赖 区 间 的 术语 来 解释 它 (参看 性 质 1). 


3. 令 w(z,t) 是 习题 1 中 的 D.E. 和 B.C. 的 解 , 其 中 f(zx) 和 g(z) 是 偶 的 . 
(a) 利用 D'Alembert 公式 证 明 wu(z,t) 关于 z 是 偶 的 ( 即 w( 一 z,t) = wu(z,t)). 
(b) 令 wv(z,t) = w( 一 x,t), 直接 证 明 (不 用 D'Alembert 公式 ) v(x,t) 满足 D.E. 和 B.C.. 
(c) 为 什么 能 从 (b) 得 出 v(z,t) = wu(z,t), 从 而 得 到 (a) 中 的 结果 ? 
提示 参看 性 质 2 的 论证 . 


4. 求解 


D.E. ur 一 a2u 0<z<o%, 一 co<t<oo 
B.C. uz(0,t)=0 
IC，、u(z,0) = z2?， w(x,0)=0. 


提示 “参看 例 6 后 面 的 注 记 . 注意 到 f.(z) = |z|3. 
5， 就 端点 z = 0 是 自由 午 直 滑动 ( 即 , 具 B.C. wu,(0,t) = 0) 的 情形 重 做 例 7. 特别 , 证 明 
波 “反射 回来 ”没有 被 倒转 . 
6. 假设 在 习题 1 中 f(z) 是 C? 的 , g(z) 是 C1 的 , 且 都 在 某 个 有 限 区 间 , 比如 [一 六 避 之 
外 为 零 . 
(a) 证 明 对 任意 固定 的 zx, 有 


, lf 1 7 
dim u(rz,t) = pa Vf g(r)dr = pe f sar. 


(b) 证 明 不 管 某 个 固定 的 to 值 有 多 大 , 存在 某 个 值 xo, 使 得 u(xo, to) = 0. 
(c) 对 固定 的 ,证明 limz-_.+oo u(x,t) = 0. 


. 308 - 第 五 章 波 方程 


7. 考虑 问题 


D.E. wu 一 Quzrz, OTL, -oo0<t<o; 
B.C. w(0,t)=0, w(L,t)=0; 
1 277 


.NAT .47nrz 
LC. wu(z,0) = 3sin -in u(x,0) = 3 sin 王 . 


直接 验证 D'Alembert 公式 (22) 和 Fourier 级 数 解 (23) 确实 相等 (因为 由 唯一 性 来 保 
证 ).( 两 个 解 都 将 成 为 第 5.1 节 习 题 1(a) 的 解答 ). 
8. (a) 作为 


D.E. wt=auzr, -oo0<Zz,t<o0; 


ILC. w(x,0)= f(z), ut(7z,0)=0 


的 解 u(z,t), 证 明 有 最 大 值 最 小 值 原理 (其 中 max 和 min 视 为 sup 和 inf, 对 那些 会 
区 别 这 些 不 同 的 读者 所 做 的 说 明 ) 


i < 二 一 
_ min f(z7) < u(z,t) < _ max f(z), oo < zt < oo. 


(b) 对 固定 端点 且 具 有 相同 的 I.C. 的 有 限 弦 问题 证 明 类 似 的 最 大 值 最 小 值 原理 不 成 立 ， 
但 仍然 有 |u(z,t)| < maxo<z<z f(7). 
提示 考虑 cos 环 : sin 至 . 


9. (a) 根据 B.C. 和 IC., 通过 考虑 在 z = 0, t= 二 0 的 D.E., 证 明 下 面 问题 无 解 : 


DE. ur=auzz, OT&L, -oo <t< ooi 
B.C. w(0,t)=0, wl(L,t)=0; 
IL.C. Yu(z,0) = f(z)= 7z(L—7), u(x,0)= g(x)=0. 


(b) 假设 在 上 面 (a) 部 分 的 问题 中 交换 f(z) 和 g(x). 证 明 这 时 有 和 解 (参看 定理 3). 
10. 利用 镜像 法 和 D’Alembert 公式 , 证 明 在 第 5.1 节 的 例 3 中 的 被 拨弄 过 的 弦 的 行为 如 在 
那个 例子 中 的 图 5 所 示 . 
提示 考虑 fo(z), 先 检验 当 弦 是 在 zo = L 被 拨弄 的 情形 . 


11. 证 明 如 果 C? 函数 f(z) 和 C3 函数 g(z) 是 周期 为 2L 的 周期 函数 , 且 /人 g(z)dz = 0， 
则 由 D'Alembert 公式 所 给 出 的 u(zx,t) 关于 t 是 以 侍 为 周期 的 周期 函数 . 


85.3 其 他 边界 条 件 和 非 齐 次 波 方程 * 309 ， 


85.3 其 他 边界 条 件 和 非 齐 次 波 方程 


前 面 我 们 提 到 边界 条 件 wz(0, = 0 意味 着 端点 z = 0 是 自由 垂直 滑动 的 . 
现在 通过 证 明 下 面 事实 来 得 到 这 个 结果 : 如 果 F(t)j 是 施加 在 z = 0 上 的 垂直 
作用 力 且 To 是 静止 张力 , 则 


uz(0,t) = -人 (1) 


作用 在 区 间 [0,Az] 上弦 段 部 分 的 垂直 分 量 为 FAz(t) = Touz( 人 x,t) 十 F(t), 它 是 
在 z= 人 Az 处 的 右 张力 (参看 在 第 5.1 节 的 波 方程 的 推导 ) 的 垂直 分 量 与 施加 在 
z 二 0 处 的 作用 力 的 垂直 分 量 的 和 . 由 Newton 第 二 定律 , 在 0 < xz < Arz 部 分 
的 平均 垂直 加 速度 则 为 FAj(t)/(DAz)( 其 中 D 是 弦 的 线 密度 ). 则 在 端点 z=0 
的 垂直 加 速度 由 下 面 极限 给 出 


FAz(t) _ .. Toluz(Az,t) — uz(0,t)] Touz(0,t) + F(t) 
ED ( DAz TT DAz ) 
Touz (0, t) 十 F(t) 
DAz 


lim = 
Azr—0 DArzr Az 一 0 


-e+ im, 
要 使 该 极限 存在 ( 即 , 在 端点 z = 0 处 加 速度 有 意义 ) 只 有 当 分 子 Tuwz(0, 间 十 羽 ( 
为 零 时 . 换言之 , ur(0,t) 将 不 存在 , 除非 (1) 成 立 . 特别 , 如 端点 是 自由 的 , 即 ， 
当 =0 时 wz(0,t) = 0. 用 类 似 的 方法 , 可 以 证 明 如 果 在 端点 x = 工 施 加 有 垂 
直 外 力 G(t)j, 则 


uz(L,t) = 3 (2) 


如 同 热 方程 , 产生 下 面 关于 齐 次 边界 条 件 的 标准 可 能 情况 : 


(a) 两 个 端点 是 固定 的 ( 即 , u(0,t) = u(L,t) = 0)， 
(b) 一 个 端点 自由 而 另 一 个 端点 固定 (例如 , wz(0,t) =0 和 ww(L,t) =0), 


《ce) 两 个 端点 自由 ( 即 ,ws(0,t) =0 和 ws(L;t) = 0). 
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作 一 些 适 当 的 修改 , 几乎 所 有 用 于 情形 (a) 的 结果 和 技巧 都 可 用 于 情形 (b) 
和 (c). 例如 , 读者 可 验证 第 5.2 节 的 定理 1( 唯 一 性 ) 的 证 明 , 当 B.C. 中 的 w(0, 恒 
和 w(L,t) 分 别 用 wz(0,t) 和 ws(L,t) 来 替换 时 仍然 适用 (参看 第 5.1 节 的 习题 
4)， 在 下 面 的 这 些 例子 中 , 我 们 举例 说 明 Fourier 级 数 法 和 镜像 法 在 具有 一 个 
或 两 个 端点 是 自由 的 问题 的 求解 中 的 应 用 . 然后 考虑 非 齐 次 情形 , 最 后 讨论 了 
Duhamel 原理 的 一 种 变形 , 该 变形 用 于 求解 由 于 弦 在 两 个 端点 之 间 受 于 外 部 推 
动力 而 产生 的 非 齐 次 波 方程 . 

例 1 用 分 离 变量 和 Fourier 余弦 级 数 求解 下 面 以 适当 的 初始 数据 f(z) 和 
g(z) 作为 自由 端点 的 有 限 弦 问 题 : 


D.E，、uwtt = a2uzz， 0 和 zz 入 也， -oo <t< oo; 
B.C. wz(0,t)=0, wz(L,t) =0; (3) 
LC. w(x,0)= f(z), ui(z,0) = g(z). 


解 分 离 变 量 得 到 D.E. 的 三 种 情形 的 乘积 解 (参看 第 5.1 节 的 (1),(2) 和 
(3)). 对 于 情形 1 的 乘积 解 


uz(T,t) = [di sin(Xat) + do cos(Xat)][ciAcos(Xz) — czAsin(Xz)]. 
为 了 避免 由 于 di = ds = 0 而 得 的 无 用 的 平凡 解 , B.C. wzs(0,t) = 0 要 求 ci = 0( 注 
意 到 入 > 0). 由 B.C. wz(L,t) = 0 得 ,sin( ALT) =0 或 入 = 吾 ,n = 1,2,.…. 由 此 
得 D.E. 和 B.C. 的 一 个 无 穷 乘积 解 族 , 即 谐 函 数 


Un{(Z,t) = [4， sin 人 十 Bn cos | COS er (4) 


读者 可 验证 , 除了 wu(z,t) = 0, 没有 情形 2 的 乘积 解 满足 B.C., 然而 , 存在 情形 3 
的 一 种 乘积 解 满足 B.C.， 


uol(z, t) = 4ot 十 Bo. (5) 


该 解 反映 一 直线 的 弦 以 速度 4o 垂直 漂移 ， 当 一 个 或 两 个 端点 固定 时 不 会 遇 到 
这 样 的 解 . 由 符 加 原理 , 得 D.E. 和 B.C. 更 一 般 的 解 


N 
1 
u(z,t) = 3(Aot 十 Bo) 十 DD [4 sin 
驶 到 于 


nmat nmat NAT 
COS 


I 十 Bn cos I 


我 们 有 


NAT 
一 ) 


N 
1 
u(x,0) = 3Bo 十 》， 已 cos I wn) 
n=1 
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N 
1 nna NAT 
ut(T, 0) = 340 十 > 了 了 4n COS = (8) 
n=1 


因此 , 如 果 f(z) 和 g(z) 是 具 形 式 (7) 和 (8) 的 有 限 余弦 级 数 , 则 w(z,t) 由 (6) 
给 出 . 如 果 f(z) 和 g(z) 是 连续 的 和 分 段 Cl 的 , 第 4.3 节 的 定理 2 确保 f(z) 和 
g(z) 的 Fourier 余弦 级 数 一 致 收敛 到 f(x) 和 9(z). 因此 , 在 任 一 正 实验 误差 之 
内 , 如 此 的 f(z) 和 9(z) 通过 在 足够 多 的 项 截取 它们 的 Fourier 余弦 级 数 , 可 用 
形式 (7) 和 (8) 表示 . 口 

注 记 如 令 N 趋 于 co, 则 表示 式 (6) 也 许 不 收敛 到 原 问题 的 C2 解 ( 即 , (6) 
也 许 只 是 形式 解 ), 而 且 即 使 它 是 C2 解 , 不 借助 于 无 穷 和 和 逐 项 求 导 的 定理 来 给 
出 一 个 直接 证 明 将 是 困难 的 ， 然 而 , 我 们 就 像 在 端点 固定 的 情形 所 见 到 的 那样 
(参看 第 5.2 节 的 定理 3), 用 镜像 法 和 D'Alembert 公式 来 (参看 下 例 ) 以 不 同方 
式 表示 解 , 没 出 现 无 穷 项 的 和 以 及 与 无 穷 项 和 有 关 的 困难 . 口 

例 2 用 镜像 法 和 D’Alembert 公式 求解 例 1 中 的 问题 . 

解 镜像 法 对 具 自 由 端点 的 问题 (3) 与 相应 的 端点 固定 的 情形 (参看 第 5.2 
节 的 (21)) 的 处 理 只 在 一 个 方面 有 所 区 别 . 的 确 , 我 们 所 做 的 是 用 偶 周 期 延 拓 
应 (z) 和 5e(z) 来 替换 奇 周期 延 拓 疡 (z) 和 56(z). [0,L] 上 的 函数 f(z) 的 延 拓 
所 (Zz) 由 图 1 所 示 . 

f(x) 天 (GD) 


图 1 


如 果 延 拓 fe(z) 是 C? 的 以 及 5e(z) 是 C1 的 , 则 可 证 (参看 第 5.2 节 定 理 3 的 
证 明 ) 问题 (3) 的 C2 解 由 下 式 给 出 


本 IT 十 at 
um) = 3 tad + od) + dr (9) 


初始 数据 f(z) 和 g(x) 在 z=0 和 z= 工 处 已 作 了 偶 延 拓 , 因此 函数 u(x,t) 关 
于 z=0 和 z= 工 将 是 偶 的 . 于 是 ,wz(0,t) =0 和 wz(L,t) =0 (为 什么 ?). 因此 ， 
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由 (9) 得 到 (3) 关于 0 < xz < 工 的 解 ,只 要 f(z) 是 C2 的 , je(z) 是 Cl 的 , 这 只 
要 f(z) 是 C2? 的, 且 f(0)= (LZ)=0 以 及 g(z) 是 C1 的, 且 g'(0)=g(L)=0 
即 可 (为 什么 ?). 口 

注 记 当 万 (z) 是 C2 的 和 je(z) 是 C1 时 ,由 于 已 经 确定 由 (9) 给 出 的 C2 
解 ul(z,t) 的 存在 性 , 所 以 由 第 5.2 节 定 理 4 的 类 似 定 理 (用 类 似 的 证 明 ), 得 


1 — , t t 
u(x,t) = 3(Aot 十 Bo) 十 > [4A» sin 十 Bn cos -六 


n=1 


也 不 也 
过 ， 


] cos (10) 


其 中 4o = 31 g(xz)dz, 

2 NAL 2 /I pi 
一 一 一 i > NS ~ | 
zc) g(z)cos L dz (n>1) 和 Br 人 f(x) cos = 了 dr (n > 0) 


以 此 我 们 证 实 了 例 1 中 的 Fourier 级 数 法 即使 对 N = oo 也 是 有 效 的 ( 即 (10) 确 


实 收敛 到 一 个 C? 函数 ), 只 要 fe(z) 是 C? 的 和 5e(z) 是 C1 的 . 0 
例 3 设 w(z,t) 满足 问题 
DE. utt 一 UVzz， 0 入 ZIZ 所 2， 一 oo<t< oo 
B.C. w(0,t)=0, wz(2,t)=0 {11) 


LC. wl(z,0)= f(z)= $73(2— 72)3, w(x,0) = g(z) = 0. 


因此 , 端点 z = 0 是 固定 的 , 而 端点 > = 2 是 自由 的 . 利用 镜像 法 确定 w(z,t) 在 
t = 0,2,4,6,8 时 的 形状 . 


解 wu(z,0) = 3z3(2 一 72)3 的 图 像 由 图 2 所 示 . 


图 2 


镜像 法 表明 对 该 初始 图 像 以 如 下 方式 延 拓 到 所 有 z，-co < rz <o: 关 于 z=0 
是 奇 的 (为 了 确保 wu(0,t) = 0) 而 关于 z = 2 是 偶 的 (为 了 确保 wz(2,t) = 0). 具 
有 这 些 性 质 的 唯一 延 拓 由 下 面 的 图 3 绘 出 . 
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令 F(z) 是 该 图 像 的 函数 ， 注 意 到 F(z) 是 周期 为 8 的 周期 函数 , 关于 0 是 
奇 的 ， 而 关于 2 是 偶 的 .在 所 有 各 种 区 间 中 写 出 关于 F(z) 的 显 式 表达 式 是 
不 方便 的 ， 然 而 , 不 写 出 这 些 表达 式 ， 由 它 的 图 像 和 f(x) 直接 求 出 F(x) 的 
值 更 容易 (例如 ，F(-9) = 一 ,FF(4.25) = 一 (0.25)3(1.75)3, 等 等 )， 自 然 , 关 
于 g(x) = 0 (0 < z < 2) 的 相应 的 延 拓 是 G(x) = 0 (-o0 < z < o0). 根据 . 
D'Alembert 公式 , 相应 的 无 限 弦 问题 


DE. ur =uUrr, 一 co < Zi tt< oo 


LC. w(z,0) = F(x), ul(7,0) = G(z) = 


的 解 由 下 式 给 出 
u(z 昌 = 5[P(z+ 昌 + F(z -要 (12) 
如 果 把 wu(zx,t) 限制 在 区 间 0 < xz < 2 内 就 得 到 (11) 的 解 .( 注 意 到 F 是 C2 的 ， 
因此 (12) 中 的 wu(z, 是 C2 的 . 如 果 在 f(z) 的 定义 中 用 z? 代替 z3, 将 会 出 
现 问题 , 因为 这 时 F”"(0+) 尖 F”(0-) 且 F 将 不 是 C2 的 )， 现 (12) 表明 初始 
形状 中 的 每 个 “隆起 部 分 ”分 裂 为 两 个 具 原 来 一 般 振幅 的 波 以 单位 速度 沿 相反 
方向 移动 . 在 t = 2 时 由 区 间 [2,4] 向 左 移动 隆起 部 分 在 “真实 ”区 间 [0,?] 将 
遇 到 由 区 间 [-2,0] 向 右 移动 (倒转 的 ) 隆起 部 分 . 这 些 隆 起 部 分 在 t = 2 是 正 
好 互相 抵消 掉 , 因此 w(xz,2) = 0, 0 < xz < 2. 类 似 地 , 在 t = 4 由 [4,6]( 倒 转 
的 ) 向 左 移动 的 隆起 部 分 将 遇 到 由 [-4, -2]( 倒 转 的 ) 向 右 移动 的 隆起 部 分 , 导致 
u(z,4) = 一 f(z), 0 < zx < 2. 读者 可 验证 u(x,6) =0,0<zsg2. 且 在 t=8 时 ， 
弦 回 复 到 原来 的 位 置 . 的 确 , 由 (12) 和 F(z) 是 周期 为 8 的 周期 函数 可 知 这 个 
事实 . 口 
注 记 虽然 非常 兄长 , 如 同 例 1 的 做 法 , 利用 Fourier 级 数 法 也 能 解 这 个 问 
题 . 用 任意 长 度 工 替换 2 ( 且 D.E. 用 wi = a?uzs 来 替换 ), 求 得 (11) 的 D.E. 和 

B.C. 的 乘积 解 为 

1 mat 1 nat 2 


un(Z,t) = [An sin[(n + a | 十 Bn cos[(n 十 23) sin[(n 十 3) 宇 (13) 
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n= 0,1,2,.…. 
DE. wr =aurzs, Og<r<L, 一 oo <t< ooi 
B.C. w(0,t) =0, wz(L,t) =0; {14) 
LC. wu(z,0)= f(z), u(x,0) = g(7z) 

的 形式 解 由 下 面 给 出 


u(z,t) = un(Z,t), (15) 
n=0 


其 中 w(x,t) 由 (13) 给 出 , 且 对 于 n = 0, 1,2,…， 


Tn 


L 
| g(z) sin[(n + 2) 普 ldz. (16) 


(7 十 5)ra 


对 于 在 (11) 中 工 =2 和 a=1 给 出 的 特殊 的 f(z) 和 9(z), 能 (用 一 些 努力 ) 
算出 Bh， 当然 4。 = 0. 即使 没 算 出 B，, 也 能 回答 例 3 中 提出 的 问题 . 的 确 ， 
u(z,2) = 0, 因为 当 t = 2 时 cos[("” 十 志 )rt/2] = 0. 同样 , w(x,4) = 一 f(z), 因 
为 cos[(n 十 当 )4x/2] = 一 1， 类 似 地 , u(z,6) = 0, 以 及 ulz,8) = f(z)， 注意 到 
cos[(n + 二 )rt/2] 是 周期 为 8 的 周期 函数 . 对 任意 时 刻 t , 另 一 公式 (12) 大 大 地 
比 (15) 优越 , 因为 (15) 不 仅 牵 涉 到 一 个 无 穷 和 , 而 且 为 了 确定 对 t 的 任意 值 的 
这 些 和 项 , 必须 计算 B，. 口 

第 3.3 节 对 标准 的 与 时 间 无 关 的 B.C. 的 方法 ,可 毫 无 困难 的 用 于 波 方程 的 
情形 . 我 们 在 下 面 举例 说 明 . 


例 4 求解 问题 
DE. urt=aurz, OTSA, 一 oo<t< oo 
B.C. w(0,t)= -1l, vz(7,t) = 2; (17) 


ILC. w(x,0)= sin 3 +27—1, wi(z,0) = —2sin 这 


解 如 在 第 3.3 节 那 样 , 选取 D.E. 和 B.C. 的 一 个 特 解 . 最 简单 的 选取 是 稳 
态 (与 时 间 无 关 ) 函数 up(z,t) = 27z 一 1. 则 (17) 的 解 是 w(z,t) = wp(z,t)+v(z,)， 
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其 中 vw(z,t) 是 相应 的 齐 次 问题 的 解 : 
DE. v=avrz, OTIS&NA, 一 oo<t<ooi 
B.C. wv(0,t)=0, vzr(7,t) = 0; 
v(x,0) = u(z,0) ~ up(7, 0) = sin 
LC. 2 


ut 人 z,0) = utz,0) - (upjitz,0) = -2sin 可 . 


(17") 


通过 对 乘积 解 (13) 应 用 又 加 原理 (参看 (11) 和 (17') 中 的 D.E. 和 B.C.), 得 
v(x,t) = i 一 i 2 
4 2 3a 2 2 
因此 , w(z,t) = 2z 一 1 二 vw(z,t) 是 (17) 的 解 . 如 果 (17’) 的 IC. 不 是 一 个 有 限 
sin[(n 十 二 )z] 级 数 , 则 得 到 的 是 一 个 形式 解 , 此 解 有 可 能 被 截取 , 使 之 在 实验 误 
差 之 内 仍然 满足 IL.C.… 我 们 也 能 像 例 3 那样 尝试 用 镜像 法 来 求解 关于 v 的 相应 
的 齐 次 问题 . 口 
例 5 求解 

DE. ur 一 a2urr， Ogre L, 一 oo <t< oo 

B.C. uz(0,t)=c, uzr(L,t)=d (18) 

LC. u(z,0)= f(z), ui(z,0) = g(x). 


解 注意 到 B.C. 表明 在 端点 z = 0 受到 向 下 的 力 c/T 而 在 端点 z = 工 
受到 向 上 的 力 d/To (参看 方程 (1) 和 (2))， 因 此 , 预料 如 果 c 了 d 的 话 弦 将 
作 垂直 漂移 ， 的 确 , 除非 c = d, D.E. 和 B.C. 没有 稳 态 的 特 解 . 我 们 试图 去 
求 形 如 up(z,t) = 对 + 互 (z) 的 特 解 来 替代 稳 态 解 . 这 个 特 解 将 行 不 通 , 因为 
D.E. 隐 含 8” = 0, 于 是 H(z) = caz + co, 但 B.C. 不 满足 , 除非 c = ci = d. 
下 一 个 猜测 是 wp(z,t) = At2 + 瓦 (z)， 则 由 D.E., 得 2k = a2H”(zx)， 由 此 得 
H(z) = jz2/a2 + ciz +oc2. 利用 B.C., 常数 上 和 cl 可 用 ec 和 来 表示 , 简单 地 
取 co = 0. 因此 ， 


5 2 十 cz. (19) 
则 (18) 的 解 , 如 果 存 在 的 话 , 为 u(z,t) = up(z,t) +v(z,t), 其 中 v(z,t) 满足 下 面 
熟悉 的 相应 的 齐 次 问题 (参看 例 1): 

D.E，、uwtt =avzzr, Orz<L, -oo%o<t<o; 

B.C. vz(0,t)=0,， vi(L,t) =0; 


LC. v(x,0)= f(x) ~ up(z,0), v(x,0) = 9g(z) — (up)i(z, 0). 口 
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非 齐 次 波 方程 和 相关 问题 


如 同 热 问题 (参看 第 3.4 节 ), 在 波 问 题 中 引入 与 时 间 有 关 的 B.C. 产生 非 齐 
次 D.E.. 例如 , 考虑 


DE. wrt=auzrz, Og<zr<L, -oo0<t<o; 


B.C. w(0,t) = c(t), wl{L,t) = dl); 
LC. w(x,0)= f(z), ul(7z,0) = g(7). 


函数 w(z,t) = 圣 (d(t) -c(t)) + clt) 满足 B.C., 但 不 满足 D.E.. 因此 , v(z,t) = 
u(x,t) 一 w(z,t) 将 不 满足 这 个 波 方程 , 而 是 满足 下 面相 应 问题 中 的 D.E. 

D.E. vi 一 a2vzz = 一 (utt ~— a2wzrz) = F(a"(t) c(t)) 一 ci 

B.C. wvw(0,t) = wu(0,t) — w(0,t)} =0, wv(L,t) =u(L,t) — w(L,t) = 0; 


jo fe),0) we,0) = (0) -Fa0) ao) -eo 
wot(z,0) = us(z,0) — wi(z,0) = g(z) 一 F(a(0) — ce(0)) — c(0)， 
因此 , 我 们 需 考 虑 非 齐 次 波 方程 : 
Utt 一 quzz es h(z,t), (21) 


其 中 h(z,t) 是 给 定 的 函数 , 它 与 作用 在 弦 上 的 外 力 密度 的 垂直 分 量 成 比例 . 的 
确 , 可 把 (21) 重 写成 下 面 形式 


DATxutt = ToAzuzrzr 十 DAzh(z,t), (22) 


其 中 DD 是 线 密度 , Tb 是 弦 在 静止 时 的 张力 以 及 Az 是 中 心 在 z 的 一 小 部 分 弦 
段 的 长 度 . 方程 (22) 是 这 部 分 弦 上 的 Newton 方程 . (22) 右 端的 第 一 项 近似 等 
于 由 这 部 分 弦 的 端点 的 张力 所 引起 的 力 (参看 第 5.1 节 中 的 推导 , 那里 人 x = 
2h). 第 二 项 必 是 施加 在 这 部 分 弦 上 的 外 力 . 因此 , Dh(z,t) 是 施加 在 弦 上 的 线 
力 密度 ( 即 , 每 单位 长 度 上 的 力 ). 在 重力 的 情况 下 , 有 Dh(z,t)Az = -DAxg 或 
h(z,t) = 一 g = 一 32ft/sec?. 注意 h(x,t) 可 认为 是 在 (zx,t) 处 的 施 于 加 速度 . 

由 于 内 在 的 热源 导致 的 具 非 齐 次 D.E. 的 热 问 题 在 第 3.4 节 利 用 Duhamel 
原理 得 到 解决 , 厌 此 原理 , 解 非 齐 次 D.E. 是 通过 解 一 组 相应 的 问题 来 实现 的 ， 
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在 这 组 问题 里 热源 出 现在 初始 条 件 中 而 不 是 D.E. 中 . 相同 的 想法 对 具 非 齐 次 
D.E.(21) 的 波 问题 仍 适 用 . 为 简单 起 见 , 我 们 先 考虑 无 限 弦 问题 . 


D.E. at 一 a2uzz = h(x,t), 一 oo < zi 寺 < oo; 


LC. v(x,0)=0, ut(z,0) = 0. 


Duhamel 方法 的 动因 如 下 ， 假 设 在 时 刻 t = s - As 施加 在 纺 上 的 加 速度 是 
h(z,t), 且 该 加 速度 在 t = s 时 立刻 消失 . 弦 将 获得 速度 hz,s)As, 它 的 位 置 改 
变 为 hz,s)(As)2/2. 假设 As 是 小 量 , 则 位 置 的 改变 是 “可 以 忽略 的 ”. 施加 的 
加 速度 的 作用 是 v(z,t; s)As, 其 中 wv(z,t; s) 是 下 面 问题 的 解 : 


D.E. v=arzr, 一 oo < 了 T < oo，t>> 5 


LC. wvw(z,s;s)=0, WUi(z, sis) = h(x,s). 


该 问题 具有 给 在 任意 时 刻 t = s 的 初始 条 件 ， 而 不 是 给 在 t = 0. 可 写成 
v(z,t;s) = V0(z,t — s;s), 其 中 5(z,t;s) 满足 具 给 在 t=0 的 IC. 的 熟悉 问题 : 


DE. Ve =aldzr, ~o0<7z< 00 之 0; 


LC. v(x,0;s)=0, (7z,0;s) = h(z, s). Si 
由 D'Alembert 公式 , 得 知 (25) 的 解 由 下 式 给 出 
Ww 元 / i 全 二 (26) 
因此 , (24) 的 解 是 
1 Z 十 a(t 一 5) 
't; 8) = (7,t— 5;s)= 5 h(n, s)dr. 
v(x,t;s) = 0(7 si 5) 人 (7, s)dr. 


我 们 料想 (23) 的 解 将 是 从 s = 0 到 s = t 的 积分 , 即 关 于 s 释 加 所 有 wv(z,t; s)As 
的 作用 . 换言之 , 让 我 们 假设 (23) 的 解 是 由 下 面 给 出 : 
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t t a 
u(xz, t) -|/ v{(Zz, t; s)ds = [a vs(z,t — s; s)ds = 二 人 h(7, s)drds. 


—a(t—s) 


(27) 


上 述 启发 性 的 论证 不 是 证 明 . 严格 的 似 述 和 证 明 如 下 : 


定理 1 ( 波 方程 Duhamel 原理 ) 设 h(x,t) 是 Cl 函数 , -oo < z, 上 < oo. 
则 (27) 是 下 面 问题 的 唯一 解 


D.E. ut 一 a2uzz = h(z,t), 一 oo < zt< ooi 
LC. wv(z,0)=0, ut(z,0) 一 


(28) 


证 明 由 (26) 知 5(z,t;s) 是 C2 的 , 因 假设 hz 是 C1 的 ， 则 可 两 次 
应 用 第 3.4 节 的 引 理 1, 先是 对 g(t,s) = v(x,t;s) = 0(z,t 一 s; s) 应 用 , 然后 对 
g(t,s) = 计 (7z,t;s) 应 用 , 得 


t t 
ut(z,t) = d(x, 0; s) 十 / Ve(T,t — s; s)ds = / Vi(T, t — s; s)ds, (29) 
0 0 


t 
utt(T,t) = (7, 0;t) + Vt(T,t — s;s)ds = h(z,t) +/ a2Dzrz (7,t — s; s)ds 
0 
= h(x,t) + a2uzz (7, t), 


其 中 在 最 后 的 式 子 中 已 用 了 (25) 的 D.E. 和 Leibniz 法 则 (参看 附录 3). 这 表 
明 (27) 中 的 u(z,t) 是 (28) 中 D.E. 的 C2 解 . 由 (27), wu(z,0) = 0, 而 由 (29) 
得 w(z,0) = 0. 由 如 下 事实 唯一 性 是 显然 : 如 果 ul 和 ws 是 (28) 的 两 个 解 , 则 
Vv 三 U1 一 V2 满足 vi = a?vzz 上 且 有 IC. v(x,0) = 0 和 w(z,0) = 0. 于 是 , 由 唯一 
性 结果 (第 5.2 节 的 定理 1), 得 v= 0. 口 
注 记 关于 r+ 和 s 的 二 重 积分 (27) 含有 一 个 合意 的 几何 解释 ， 的确, 它 
是 函数 h 在 点 (zx,t) 的 特征 三 角形 (或 影响 区 域 ) 上 的 积分 , 特征 三 角形 如 图 4 
所 示 . 
关于 7 的 积分 “总 计 ” 了 h 沿 着 三 角形 水 平 线段 上 的 值 , 关于 s 的 积分 “总 计 ” 
了 这 些 线段 的 结果 . 式 子 (27) 表明 w(z,t) 是 h 在 点 (z,t) 的 特征 三 角形 上 的 
积分 . 口 
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x—alft—s) xt+al(t—s) 


图 4 


如 同 前 面 我 们 在 第 3.4 节 针 对 热 方 程 所 做 的 那样 , 当 (28) 中 的 IC. 不 再 是 
平凡 时 , 可 通过 把 问题 分 解 成 两 个 问题 来 处 理 . 下 面 举例 说 明 这 种 做 法 . 
例 6 求解 
DE. ur—urzz=rT—t, ~o0<7,t<o0; 
LC. u(x,0)= z2， wl(z,0) = sinz. 


解 把 问题 分 解 成 两 个 关于 w 和 wz 的 熟悉 的 问题 : 


D.E. (ut 一 (wa)zz = 0; DE. (wo)t 一 (wz)zz 一 2 一 二 
ie Wi(Z,0) = 7x2?, ek u2(7,0) = 0, 
(ui)i{(z, 0) = sinz; (wu2ji(zZ,0) = 0. 


则 (30) 的 解 u(z,t) = ui(z,t) 十 uz(z,t) (为 什么 ?). 由 D'Alembert 公式 , 得 


(30) 


ul(7,t) = sl(z +t)?2+(z—t)]— [cos(z +t)— cos(z 一 十]. 


利用 定理 1 和 (27) 计算 wz(x,t) 如 下 : 


1 t pz 十 (t 一 5) 1 t r2 z+t—s 
u2(Z,) = 下/ / Sa -sards=3/ [于 -| ds 


ztts 

3/ (Et +l 1) 

=$/ C2td+ 
= i 

解 u(z,t) = wi(z,t) 十 uz(z,t) 可 直接 验证 . 四 


)ds 
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如 下 面 诸 例 所 表明 的 , Duhamel 原理 也 可 用 于 有 限 弦 情 形 . 在 例 7 中 , 存 
在 施加 的 力 密度 , 但 B.C. 和 IC. 是 齐 次 的 . 例 8 是 具 依赖 于 时 间 的 B.C.( 但 具 
齐 次 的 D.E.) 的 这 类 问题 的 例子 , 这 类 问题 是 这 个 子 节 的 原始 动因 (参看 (20)). 
如 同 例 6, 通过 把 问题 分 解 成 两 部 分 然后 对 这 两 部 分 的 解 相 加 , 可 处 理 D.E. 和 
B.C. 都 是 非 齐 次 的 情形 . 

例 7 端点 固定 上 且 最 初 是 静止 的 长 度 为 r 的 弦 , 受到 一 个 与 sin(wt) sinz 成 
比例 的 调和 垂直 力 密度 的 驱动 , 其 中 w 是 正常 数 . 通过 解 下 面 问题 求 位 移 u(x,t) 
D.E. wr =auzrz+t+ Asin(wt)sinz, Og<zr<r, t>0; 

B.C. w(0,t)}=0, wl(7,t) = 0; (31) 
ILC. w(x,0)=0, ut(z,0) = 0. 
解 Duhamel 原理 对 像 这 里 的 齐 次 线性 边界 条 件 适 用 . 换言之 , 可 期 望 (31) 
的 解 由 w(z,t) = fo iz,t 一 s; sjds 给 出 , 其 中 v(z,t; s) 是 下 面 问题 的 解 


DE. si=adzs, OS<rg<n, tz0; 
B.C. (0,t;s)=0, vl(7,t;s) = 0; (32) 


LC. i(z,0;s) =0, ii(z,0;s) = Asin(ws)sinz. 
因 s 只 是 个 常数 , 所 以 易 得 
ix 人 人 = < sin(we)sin(at)sinz. 
则 ， 
Wi TH / 、 sin(ws) sin(a(t ~ 8)) sinwde 
; 
人 sinz ff sin(ws) sin(a(t 一 a))ds. 


记 最 后 的 积分 为 1(t). 根据 Green 公式 : 


t t 
/ ("C0)9() = fC8)g"(s)as = [7s)9(s) -To ， 


(o —w?)I(t) = [weos(ws)sin(a(t ~— s)) + asin(ws) cos(a(t — s))] |。 


= asin(wt) 一 wsin(at). 
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对 w 关 a, 则 得 


u(x,t) = sn 一 wsin(at)] sin z. (33) 
为 了 求 出 对 于 w = a 的 解 , 在 (33) 中 取 当 w 一 a 的 极限 , 利用 LHospital 法 则 ， 
得 

at cos(wt) — sin(at) 


sin(at) 
一 2w a 


u(z,t) = 全 sinz lim -A cos(at) 一 ]sinz. (34) 
关于 这 些 方法 的 任何 疑问 都 可 通过 直接 验证 (33) 或 (34) 满足 (31) 而 消除 . 注 
意 到 (33) 作为 t 的 函数 保持 有 界 , 且 它 的 振幅 随 着 w 一 a 增加 . 换 句 话说 , 当 
驱动 项 4sin(wt) sinz 接近 被 驱动 弦 本 身 的 谐 波 4sin(at) sin z 时 会 有 共振 现象 . 
的 确 , 对 w = a 我 们 所 得 的 解 (34), 它 的 振幅 当 t 一 oo 时 不 是 有 界 的 . 附带 提 
一 下 , 已 经 知道 由 于 共振 现象 , 桥梁 (在 某 种 意义 下 可 视 为 弦 ) 在 周期 性 的 风力 
的 影响 下 会 倒塌 . 口 


注 记 对 有 限 弦 问 题 , 利用 Duhamel 原理 作为 又 一 种 解法 , 可 实行 以 下 步 
又 : 


步骤 1。 试图 用 Fourier 级 数 (以 与 B.C. 相称 的 类 型 ) 来 通 近 D.E. ut = 
a2uzz 十 h(z,t) 中 的 强迫 项 hn(z, 浊 , 它 的 Fourier 系数 是 t 的 函数 , 比如 , 当 端 
点 固定 时 , h(z,t) = 并 ja 人 bsin(nrz/)[ 在 (31) 中 h(xz,t) 具有 这 种 形式 ]. 
步骤 2.。 假设 (zx,t) = De un(t)sin(nxz/ 工 )( 比 如 , 当 端 点 固定 时 ) 并 把 这 
个 形式 代 人 D.E.ut 一 a2uzz = h(x,t). 令 两 边 的 系数 相等 , 得 常 微 ur(t) 一 
(anzx/L)2un(t), n= 1,2,...,N. 

步骤 3， 由 初始 条 件 w(x,0) = f(z) = 六 | Bsin(nrz/L) 和 wi(z,0) = 
并; 4 sin(nrz/)( 为 有 限 和 , 比如 是 在 实验 误差 之 内 ), 得 知 wn(0) = Bn 和 
u4(0) = An. 求解 满足 这 些 初 始 条 件 步骤 2 中 的 常 微 . 

步骤 4 解 是 (zx,t) = 3 un(t) sin(prz/ 研 ), 其 中 wn(t) 由 步骤 3 中 求 出 . 


在 例 7 中 , 我 们 得 好 人 + a2ui(t) = Asin(wt) 具 初 始 条 件 wi(0) = 0 和 
ui(0) = 0 的 解 是 (33)[ 或 (34), 如 果 w = a 的 话 ] 中 sinz 的 系数 ， 对 于 n > 
0，un(t) 三 0. 如 果 出 现 h(z,t) 关于 z 的 Fourier 级 数 不 是 有 限 项 的 , 则 在 另外 
得 到 证 明之 前 , 由 这 个 过 程 得 到 的 无 穷 级 数 必须 看 作 是 形式 解 (参看 第 4.3 节 中 
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的 定义 ). 利用 Duhamel 原理 的 一 个 优点 (与 镜像 法 比较 ) 是 可 以 避免 无 穷 和 , 如 
果 想 避免 的 话 .- 
例 8 求 下 面 问题 的 形式 解 


DE. wt:=aurz, Og<rT&L, 一 oo <t< oo; 


B.C. w(0,t) =0, wl(L,t) = Asin(wt); (35) 
Awr 
LC. wl(z,0)=0, w(x,0)= ye 


解 函数 w(z,t) = 4(z/D)sin(wt) 满足 (35) 的 B.C.， 因 此 , 由 w(z,t) = 
w(Z,t) 十 v(Z,), 得 下 面 关 于 v(z,t) 的 相应 的 具 齐 次 B.C. 问题 


D.E. wv — a2vzz = AFw? sin(wt), 0O<z<L, 一 oo <t< ooi 
B.C. wvw(0,t)=0, wvw(L,t)=0; (36) 
Awr Awzx 


LC. vt{z, 0) = 0, ve(T, 0) = i =0. 


注意 到 LC. 的 选取 w(x,0) = Awz/L 与 B.C. w(L,t) = hsin(wt) 在 z = 工 处 
是 相 容 的 . 相互 抵消 产生 w(z,0) = 0 是 碰巧 的 . 满足 B.C. 的 w(z,t) 的 选取 
有 一 些 自由 性 ( 即 , w(z,t) 不 必 关 于 z 是 线性 的 )， 或 许 w(x,t) 的 选取 应 该 以 
关于 v(z,t) 的 相应 问题 变 得 简单 为 出 发 点 . 利用 Duhamel 原理 , 可 形式 上 解答 
问题 (36), 但 用 前 述 注 记 后 面 的 过 程 也 能 得 到 相同 的 结果 . 根据 Duhamel 原理 ， 
vy(z,t) = 记 (zw,t 一 s;s)ds, 其 中 zs) 满足 


DE. si=adzr, OS<TSL, 一 oo < 上 < oo; 
B.C. v(0,t;s)=0, i(L,t;s)=0; (37) 
IL.C. v(x,0;s)=0, (zx,0;s) = 4 了 ww2 sin(ws). 


该 问题 没有 精确 解 , 因为 第 二 个 B.C. 与 第 二 个 LC. 在 z = 工 处 矛盾 . 通过 取 六 
的 初始 速度 奇 的 、 周 期 的 延 拓 (周期 为 2L) 并 利用 D'Alembert 公式 可 得 到 一 个 
形式 解 , 但 该 延 拓 不 是 连续 的 , 更 不 用 说 是 C1 的 了 . 我 们 没有 用 这 种 方法 , 而 
是 由 z 在 [0,Z] 上 的 Fourier 正弦 级 数 构造 (37) 的 一 个 形式 解 . 的 确 , 由 


_2LO ("tl .nrz 
FSSz= = sin 一 


人 一 1 


nnat . nnz 
Sin 一 一 . 


L L 


Luw? co ff_1n+l 
(7,t;8) = 2 下 1 sin(ws) sin 
n=1 


72a Nn 
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如 果 假 设 w 了 野 < 并 利用 公式 


nna . . nnat 
t jn —— sin(wt) 一 wsin 
/ sin(ws) sin(——(t 一 5))ds = 四 
0 (一 一 )2 一 w2 
L 
得 形式 解 
oo 一 sin(wt) — w sin A 
A . 2ALw? wp L . nny 
wt(%t) = ETSin(wt) a 2_(-1) a LT 
n=] 了 [( L ) Ww 


对 v(z,t) 读者 可 验证 该 无 穷 和 与 用 前 述 注 记 后 面 的 过 程 得 到 的 是 相同 的 形式 
解 . 再 者 , 注意 到 , 对 某 个 n, 当 w 一 最 时 又 有 (参看 例 7) 共振 现象 . 如 果 
w = 吨 *, 则 和 中 的 第 ” 项 应 由 当 w 一 嗓 2 时 它 的 极限 来 代替 . 此 项 当 t 一 oo 
时 是 无 界 的 . 如 果 在 n = N 处 截取 该 无 穷 和 , 则 产生 的 函数 ww(z, 满足 (35) 
的 B.C. 和 IC., 但 它 不 完全 满足 D.E.: 

CU 


Nn 


2 N 
(uN)tt — a (uN)zz = 学 [z < 过 n |] sin(wt). 
只 要 0 < z < 工 方 括号 中 的 量 当 N 一 co 时 趋 于 0. 如 果 z = 工 , 则 不 管 N 是 
多 少 , 右 端 等 于 Aw? sin(wt). 隐 含 原 问题 没有 严格 的 解 . 这 可 能 不 是 一 个 严重 的 
困境 . 的 确 , 对 任 一 小 的 56, 如 果 把 z 限制 在 区 间 [0, 工 一 引 内 , 则 对 足够 大 的 N， 
un(7z,t) 在 任 一 给 定 的 实验 误差 之 内 满足 波 方程 , 如 果 取 5 比 一 个 原子 的 半径 
小 得 多 , 则 在 应 用 中 人 们 似乎 不 会 认为 这 是 一 个 要 引起 注意 的 缺陷 . 口 


概要 5.3 


1. 边界 条 件 : 如 果 弦 的 端点 z = 0 允许 垂直 ( 即 , 横向 ) 滑动 并 施 有 垂直 的 
外 力 F(tj, 则 wz(0,t) = 一 F(t)/To， 因 此, 如 果 该 端点 没有 受到 垂直 的 作用 力 
( 即 , 该 端点 是 自由 的 ), 则 边界 条 件 wz(0, = 0 成 立 , 类 似 地 , 对 在 z = 工 的 自 
由 端点 , 有 wz(L,t) = 0. 


2. 具 固 定 端点 或 自由 端点 波 问题 的 求解 对 于 每 个 端点 是 固定 或 自由 的 波 
问题 可 用 两 种 不 同方 法 求解 : 

A. Fourier 级 数 法 : 求 出 D.E. 满足 B.C. 的 乘积 解 , 把 1.C. w(z,0) = 

f(T)，ut(z,t) = g(z) 中 的 每 个 函数 f(z) 和 9(z) 写成 (或 近似 ) 与 B.C. 相 
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称 的 类 型 的 Fourier 级 数 (例如 , 如 果 两 个 端点 都 是 自由 的 话 , 是 Fourier 余弦 级 
数 ). 然后 为 了 满足 I.C. 组 成 一 个 乘积 解 的 又 加 (参看 例 1). 

B. 镜像 法 : 把 定义 在 0 < xz < L 上 的 初始 位 移 w(z,0) = f(z) 延 拓 成 对 所 
有 z 有 定义 的 函数 , 延 拓 后 的 函数 关于 每 个 自由 的 端点 是 偶 的 , 关于 每 个 固定 
的 端点 是 奇 的 .( 这 样 的 延 拓 是 唯一 的 .) 对 初始 速度 we(z,0) = 9(z) 做 同样 的 处 
理 .: 则 有 限 弦 问题 的 解 由 具 上 述 经 延 拓 的 对 所 有 z 有 定义 的 初始 数据 的 无 限 弦 
的 D'Alembert 公式 给 出 (参看 例 2 和 例 3). 

用 方法 A 或 B 得 到 的 解 , 即使 分 别 关 于 w(z,t) 的 表示 形式 看 上 去 不 同 , 却 
给 出 相同 的 u(z,t) 的 值 . 如 果 f(z) 的 延 拓 是 C2 的 , g(z) 的 延 拓 是 C1 的 , 则 存 
在 波 问 题 的 唯一 (C?) 解 . 


3.， 非 齐 次 与 时 间 无 关 的 B.C.: 对 具有 形式 wu(0,t) = a 或 uz(0,t) = a 和 
wu(L,t) =b 或 uz(L,t) =b 的 B.C. 的 波 问题 , 先 求 出 满足 D.E. 和 B.C. 的 wp(z,). 
然后 构成 关于 v(z,t) = u(z,t) 一 up(z,t) 的 具 齐 次 B.C. 的 相应 的 问题 , 该 问题 
可 用 上 述 2 中 的 任 一 技巧 解 之 . 


4. 非 齐 次 波 方程 : 在 具 依赖 于 时 间 的 B.C. (例如 , wu(0,t) = 4(t)) 的 问题 中 ， 
当 考虑 相应 的 具 齐 次 B.C. 的 问题 时 典型 地 要 遇 到 以 下 形式 的 非 齐 次 波 方程 


att = Q2uzz + h(x,t). (S1) 


函数 h(z,t) 可 解释 为 与 一 与 时 间 有 关 的 外 加 的 作用 力 密度 成 比例 . 对 于 具 零 初 
始 振幅 和 初始 速度 的 无 限 弦 , 该 非 齐 次 波 方程 的 解 是 


r+a(t—s) 
u(x,t) = 二 人 人 h(7, s)drds, (S2) 
这 是 h 在 点 (zx,t) 的 特征 三 角形 上 的 积分 . 如 果 初 始 数据 不 是 平凡 的 , 则 简单 
地 把 D'Alembert 解 加 到 (S2). 解 (S2) 是 应 用 波 方程 的 Duhamel 原理 获得 的 . 
Duhamel 原理 也 可 用 来 解答 带 有 外 部 作用 力 项 的 有 限 弦 波 问题 (参看 例 7 和 
例 8). 解 也 可 通过 先 把 源 h(x,t) 写成 具有 依赖 时 间 的 系数 hn(t) 的 Fourier 级 
数 (以 与 B.C, 相称 的 类 型 ), 然后 假设 解 具 有 同样 的 形式 获得 (参看 例 8 前 的 
注 记 ), 其 中 系数 w(t) 由 解 具有 由 工 C. 确定 的 初 值 wn(0) 和 wi(t) 的 二 阶 常 微 
u(t) 十 (nra/ 工 )2un 人 = hn(t) 来 确定 . 
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练习 5.3 

1. (a) 证 明 wz 全 = 后 和 (参看 (2)), 其 中 G(t)j 是 施加 在 端点 z = L 上 的 力 . 
(b) 解释 怎么 将 会 产生 具 形 式 wz(0,t) = bu(0,t) (b > 0) 的 边界 条 件 

2. 解 


D.E. wu: 一 a?uzz, Orn, -oo0<t<o0; 
B.C. wz(0,t)=0, vz(7,t) = 0; 


LC. w(z,0)=cos?z, w(x,0) = sin27. 


(a) 利用 Fourier 级 数 法 ， 
(b) 利用 镜像 法 . 


3. 给 出 简单 的 论证 说 明 例 3 的 函数 F(z) 是 f(z) 唯一 的 关于 2 是 偶 的 关于 0 是 奇 的 
延 拓 . 


4. 对 B.C. 用 下 面 替 换 后 重 做 例 3: 


u(0,t) =0, us(0,t) =0, 
2 人 


在 上 =12,3,4 和 0< 和 zs 和 2 人 情形 确定 u(z,t) 的 形状 . 
5. (a) 简 述 以 下 事实 的 推导 :(13) 中 的 谐 函 数 ww(z,t) 组 成 下 面 问题 乘积 解 的 完全 族 
D.E. wr = a2wzz, Og<zrzg<L, -oo<t<o; 


B.C. w(0,t)=0, w(L,t)=0. 


(b) (13) 中 的 谐 函 数 最 小 的 频率 是 多 少 ? 它 与 当 两 个 端点 都 是 固定 时 的 最 小 的 频率 相 
比 怎样 ? 


6. 解 
DE. utt 一 4uzz， 0 入 了 入 T， 一 oo< 寺 < coi 
B.C. wz(0,t)= -1, uz(7,t)=1; 
ILC. w(xz,0)= = T+2cos(37), ui{(z,0) = cosz. 
7. 解 
D.E. wt = a?uzz 十 ecosz， 一 oo < 6: 


LC. w(z,0)=0, ut(z,0) = 0. 
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D.E. wt=auzz+e ‘cosr, 一 oo <Z,t<o0; 


LC. w(z,0)= f(z), wut(z,0) = g(7). 


9. 解 
D.E. wt = a?uzz + cos(wt)sin(37), O0<z< Z wW>0, 一 oo<t<ooi 
B.C. u(0,b = 0 (固定 端点 )， wz(, 直 = 0 (自由 端点 ); 
LC. wu(z,0) = 0， wa(z,0) = 0. 
(a) 利用 Duhamel 原理 . 
(b) 通过 假设 解 具有 形式 守信 0 un(t) sin((2n 十 1)z). 
(c) 对 常数 w 的 什么 值 获得 共振 ? 
10. 求 以 下 问题 的 形式 解 
D.E. wrt=auzz, 0 入 zz 么 了， 一 co <t< ooi 
B.C. wz(0,t)=0, vz(L,t) = sin(wt); 
I.C， w(z,0)=0, wu:(z,0)= 和 2. 


2L 
对 w 的 什么 值 产生 共振 ? 
11. 求 以 下 问题 的 形式 解 
D.E. Utt = QUzz, 0 和 ZI 入 1， -oo0<t<o; 


B.C. wu{(0,t) = sin(wt), uz(],t) = 0; 
ILC. u(x,0)=0, u(x,0) = wcos(TZ). 


对 w 的 什么 值 产生 共振 ? 
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Laplace 方程 在 位 势 理 论 , 静电 学 , 稳 态 温度 问题 , 流体 力学 等 方面 的 一 系列 
重大 应 用 起 了 很 重要 的 作用 . 在 第 1.2 节 , 部 份 这 些 应 用 已 概括 性 地 讨论 过 . 本 
章 我 们 集中 于 二 维 Laplace 方程 , 即 wzz + wy = 0. 在 第 6.1 节 , 概述 了 在 这 种 
二 维 背 景 方面 的 应 用 , 讨论 Laplace 方程 在 平移 和 坐标 旋转 下 的 不 变性 , 并 引入 
Laplace 方程 两 个 基本 的 边 值 问题 , 即 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 . 在 第 6.2 
节 , 求解 了 矩形 区 域 的 边 值 问题 . 在 第 6.3 节 为 了 得 到 调和 函数 的 平均 值 定 理 以 
及 求解 两 个 同心 圆 之 间 的 圆 环 区 域 的 Dirichlet 问题 , 用 极 坐标 来 表示 Laplace 
方程 . 同样 在 第 6.3 节 , 建立 了 在 圆周 上 有 给 定 的 连续 数据 的 圆 盘 上 Dirichlet 问 
题解 的 Poisson 积分 公式 . 虽然 在 第 6.2 节 和 6.3 节 中 的 许多 地 方 用 到 Laplace 
方程 的 最 大 最 小 值 原理 , 但 它 的 证 明 放 在 第 6.4 节 给 出 , 到 那 时 对 一 个 更 具 理论 
性 质 的 结果 会 有 丰富 的 思路 . 在 第 6.5 节 , 利用 Laplace 方程 与 复 变 量 理论 之 间 
的 紧密 联系 来 求解 二 维 理想 流体 流 问 题 , 稳 态 温度 问题 和 静电 学 问题 . 共 形 映照 
的 应 用 保持 在 非常 具体 的 层次 , 而 且 我 们 不 假设 任意 预先 的 复 变 量 理论 知识 . 


关于 Laplace, Dirichlet, Poisson 和 Neumann 的 历史 注 记 


这 里 我 们 包括 了 一 些 关 于 对 早期 位 势 理论 ( 即 Laplace 方程 和 Poisson 方程 
的 边 值 问题 理论 ) 的 发 展 做 出 贡献 的 关键 人 物 的 简要 传记 描述 . 
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法 国 理论 物理 学 家 和 数学 家 Pierre Simon de Laplace(1749 一 1827) 在 他 
的 年 代 极 富 盛 名 , 被 称 为 是 法 国 的 Newton. 在 D'Alembert 的 支持 下 , Laplace 
成 为 巴黎 军事 学 院 教授 . Laplace 早期 兴趣 是 天 体力 学 , 概率 论 以 及 他 个 人 的 晋 
升 (但 在 这 个 排列 中 不 是 不 可 或 缺 的 ). 的 确 , 在 他 的 一 生 中 , 为 了 最 大 限度 获得 
自己 的 权利 和 财富 , 他 的 政治 观点 似乎 随 着 法 国 多 变 的 社会 倾向 在 摆动 . 然而 ， 
他 的 趋 炎 附 势 可 能 也 是 在 法 国 大 革命 期 间 使 他 避免 监禁 或 死刑 . 在 Laplace 发 
表 的 五 卷 巨 作 《 天 体力 学 》(1799 一 1825) 中 发 展 了 位 势 理论 . 虽然 Laplace 不 总 
是 知道 其 他 数学 物理 学 家 的 贡献 (在 他 的 著作 中 一 个 显 见 的 朴 忽 是 Lagrange 的 
名 字 ), 但 他 极 大 地 发 展 了 位 势 理论 的 范围 , 以 至 于 关键 方程 Av = 0 以 他 的 名 
字 命 名 . 然而 , 我 们 注意 到 , L.Euler 在 研究 流体 力学 中 , 早 就 (在 1752 年 ) 发 现 
这 个 方程 . 在 Laplace 另 一 部 杰作 《 Théore Analytigue de Probabilités 》(1812) 中 
包括 了 许多 他 在 概率 论 中 的 发 现 . 虽然 Laplace 追逐 名 誉 , 权利 和 财富 , 但 他 也 
对 许多 年 轻 科学 家 给 予 大 量 的 帮助 . 在 众多 受到 他 提携 的 人 当中 , 有 Cauchy 和 
Poisson. 

杰出 的 德国 数学 家 Gustav Peter Dirichlet(1805 一 1859) 是 Georg Simon 
Ohm (1787 一 1854) 的 学 生 ，Georg Simon Ohm 是 德国 物理 学 家 , 以 发 现 Ohm 
定律 已 = RI) 而 盛名 .虽然 Dirichlet 的 主要 兴趣 是 在 数论 方面 , 但 他 对 代 
数 , Fourier 级 数 和 理论 力学 做 出 了 重要 的 贡献 . 在 Dirichlet 的 生涯 的 初期 受到 
Laplace 和 Poisson 工作 的 激励 , 他 是 在 巴黎 遇 到 他 们 的 . 在 1850 年 ,Dirichlet 发 
表 了 一 篇 重要 的 讨论 以 他 自己 名 字 命 名 的 边 值 问题 的 文章 . 在 1855 年 , 当 伟大 
的 数学 天 才 Karl Friedrich Gauss (1777 一 1855) 去 世 时 , Dirichlet 成 为 Gauss 在 
Guttingen 大 学 的 继任 者 . 在 Dirichlet 故 世 后 , 他 关于 应 用 数学 的 笔记 以 及 著名 
的 《 Vorlesungen iiber Zahlentheorie 》 才 由 他 的 学 生 和 朋友 Richard Dedekind 编 
辑 和 发 表 出 来 . 

在 当时 另 一 位 才华 横 溢 的 法 国 数学 物理 学 家 是 Siméon-Denis Poisson 
(1781 一 1840)，Poisson 是 Laplace 的 学 生 和 被 提携 人 , 且 由 于 他 的 老师 , 他 在 
新 建立 的 Ecole Polytechnique 获得 他 的 第 一 个 职位 . 在 Poisson 的 一 生 中 从 事 许 
多 有 影响 的 行政 和 教学 任务 . 尽管 如 此 , 他 的 将 近 300 篇 原始 发 表 的 文献 列表 给 
人 深刻 印象 . Poisson 的 大 多 数 书 是 在 他 最 后 的 10 年 期 间 出 版 的 , 根据 历史 学 家 
观点 , 这 些 书 对 当时 数学 物理 现状 的 一 个 完全 揭示 提供 了 罕见 的 礼物 . Poisson 
与 Laplace 密切 合作 . 在 1833 年 , Poisson 指出 , 在 密度 为 p 的 区 域 中 , 重力 位 势 
4 服从 Laplace 方程 的 非 齐 次 形式 , 即 Au = 4rGp( 参看 第 1.2 节 的 (1)), 该 方 
程 现 称 为 Poisson 方程 . 作为 他 的 研究 领域 广博 的 标志 , 在 概率 论 中 有 Poisson 
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分 布 , 理论 力学 中 有 Poisson 括号 , 弹性 理论 中 有 Poisson 比率 , 还 有 Poisson 积 
分 公式 (参看 第 6.3 节 ), Fourier 变换 理论 的 Poisson 求 和 公式 (参看 第 7.2 节 习 
题 18), 等 等 . 

Neumann 问题 (参看 第 6.1 节 的 (11)) 是 以 德国 物理 学 家 Carl Gottfried 
Neumann(1832 一 1925) 命名 的 . Neumann 过 着 平静 的 生活 , 是 一 位 多 产 的 研究 
员 而 且 是 莱比锡 大 学 成 功 的 教授 , 从 1868 年 一 直 做 到 1911 年 他 退休 . 他 在 位 
势 理论 领域 尤其 突出 . Neumann 还 由 于 在 创建 和 编辑 享有 声望 的 德国 数学 期 刊 
Mathematische Annalen 所 做 的 贡献 受到 人 们 的 铭记 . 


86.1 概述 
关于 函数 v = wu(z,y) 的 二 维 Laplace 方程 是 


Uzz + Uyy 一 0 或 Aw=0, (1) 


其 中 和信 = 0 十 2 是 Laplace 算 子 ; 将 Laplace 算 子 作 用 于 某 函 数 上 的 运算 简 
称 为 Laplace 运 算 . 在 某 个 开 区 域 D 中 所 有 的 点 (x,y) 满足 (1) 的 函数 v 称 为 
在 D 上 是 调和 的 .( 同 样 的 术语 对 高 维 情形 的 解 也 适用 .) 回忆 起 二 阶 方程 的 解 要 
求 有 连续 的 二 阶 偏 导数 (例如 , D 上 的 调和 函数 在 D 上 是 C? 的 .) 就 如 在 第 6.3 
节 将 证 明 的 , 调和 函数 实际 上 是 无 穷 可 微 的 ( 即 , C™). 

虽然 我 们 生活 在 三 维 空间 , 但 许多 应 用 中 产生 的 方程 (1) 以 及 关于 (1) 相 
应 的 边 值 问题 通常 是 比 三 维 情形 更 易 求解 的 . 如 下 面 举例 说 明 的 , 常常 出 现 要 
求 的 三 维 Laplace 方程 uzz 二 wyy 十 Uzz 二 0 的 解 wz,yz) 已 经 知道 是 与 z 无 关 
的 , 在 这 种 情形 , 只 需 对 (1) 解 u(z,y). 

例 1 假设 一 均匀 的 电量 密度 施加 在 z- 轴 ， 求 由 此 产生 的 调和 静电 位 势 
u(z,y,z) 的 最 一 般 的 形式 . 

解 由 于 物理 状况 在 z 方向 平移 下 是 不 变 的 , 所 以 推断 出 w(z,y, z) 与 > 无 
关 , 记 为 u(z,y,z) = u(z,y). 因此 , 我 们 寻求 (1) 适当 的 解 . 还 注意 到 物理 状况 
在 关于 z- 轴 旋转 下 是 不 变 的 , 在 这 种 情形 推 疡 出 w(z,y) = f(7), 其 中 是 C2 
函数 ,7 = VR? 十 如 是 (x,y,z) 到 z- 轴 的 距离 , 即 (z,y) 到 (0,0) 的 距离 . 经 与 
第 1.2 节 例 1 相同 的 计算 , 得 到 用 f(r) 来 表示 , (1) 成 为 


++ -+E) = 1) + EN) =0. (2) 
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令 g(r) = jn), (2) 成 为 关于 9 的 一 阶 线性 (或 分 离 的 ) 方程 . 得 g(r) = Cr-1， 
所 以 ftr) = Clnr+ 天 ，C 和 KK 为 任意 常数 . 于 是 ， 


u(x,Yy) = 3C In(z? +y)+K (3) 


是 该 位 势 的 一 般 形式 . 注意 到 对 C > 0, 不 同 于 第 1.2 节 的 例 1 的 位 势 -C(z2 十 
22 十 22)- 二 十 天 ,位 势 (3) 当 z? +y? 一 oo 时 是 递增 无 界 的 . 这 意味 着 有 限 的 能 
量 不 足以 把 一 粒 带 反 向 电荷 的 粒子 运送 到 任意 远离 z- 轴 . 在 重力 的 环境 下 , 二 
维 的 逃逸 速度 是 无 限 的 . 口 

就 如 我 们 在 第 1.2 节 的 例 2 中 已 注意 到 的 , 当 v 是 稳 态 温度 时 热 方程 w = 
k(uzz 十 Uyy 十 Uzz) 化 为 Laplace 方程 , 因为 如 果 必 与 上 无 关 , wu = 0. 此 外 , 如 果 愉 
不 依赖 于 z, 比方 说 在 一 块 平板 上 , 上 下 两 面 都 是 绝热 的 , 则 一 稳 态 温度 分 布 满足 
(1). 读者 也 许 仍然 想 知 道 为 什么 高 维 的 热 方程 具有 形式 w = kAw, 涉及 到 的 是 
Laplace 算式 人 wu, 而 不 是 其 他 空间 变量 导数 的 组 合 , 比如 wzz 十 wzy 十 uyy. 下 个 例 
子 说 明 对 称 性 的 考虑 是 怎样 指定 关于 二 维 热流 的 热 方程 是 由 wt = k(wzz + uyy) 
给 出 . 这 种 论证 方法 比 通常 基于 非 平 凡 的 Green 公式 的 高 维 形式 来 推导 的 方法 
更 为 初等 . 

例 2 证 明 : 如 果 在 一 块 平坦 的 , 均匀 的 热传导 平板 (没有 热源 ) 的 温度 
u(z,y,t) 服从 一 个 二 阶 线性 偏 微 , 则 该 偏 微 必 有 形式 : 


ut = k(uzz + Uyy), (4) 
k > 0 为 某 个 常数 . 
解 关于 vv = w(z,y,t) 的 一 般 线 性 二 阶 偏 微 是 
gilzz + qauyy + TUzy 十 Tltzt t+ TouUyt + Sutt + auz + a2uy + bur + cu = f. (5) 


所 有 的 系数 和 f 必 是 常数 , 因为 平板 是 均匀 的 且 物 理 环境 (例如 , 热传导 常数 ) 
不 依赖 于 时 间 . 因为 当 v 不 依赖 于 y 时 , (5) 必 化 为 一 维 热 方程 (ku 一 wt = 0)， 
所 以 必 有 7 = 0, s = 0, al = 0,c=0 和 f= 0, 且 我 们 可 认为 gq = 上 和 
= 一 1( 为 什么 ?). 类 似 地 , 当 v 不 依赖 于 z 时 , (5) 必 化 为 kuyy -ut = 0, 这 时 
r2 二 0, az=0 和 9 = 上 k. 至 此 , 我 们 已 推 得 (5) 必 具 有 形式 : 


k(uzz + Uyy) + TUuzy — ut = 0. (6) 


因此 , 只 需 证 明 在 假设 性 热 方程 (6) 中 的 > = 0. 注意 到 函数 wu(z,y,t) =7t 十 zy 
满足 (6). 如 果 把 zy- 坐 标 轴 以 顺 时 针 的 方向 旋转 90°, 则 原 坐 标 为 (z,y) 的 点 的 
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坐标 将 是 (y, -z). 由 于 热传导 法 则 不 受 所 选 的 坐标 角度 位 置 的 影响 , 所 以 知道 
u 仍然 是 (6) 中 的 z 经 y 替换 y 经 -zx 替换 后 的 解 . 然而 , 在 这 种 替换 下 , 函数 
wu 变 成 rt 一 zy, 它 不 是 (6) 的 解 , 除非 > = 0. 因此 , (4) 是 能 支配 在 给 定 的 条 件 
下 热流 的 唯一 的 二 阶 线性 偏 微 . 口 

注 记 同样 可 证 明 , 关于 一 均匀 横向 振动 薄膜 的 振幅 w(z,y, 的 唯一 可 能 
的 二 阶 线性 偏 微 , 是 具 干 扰 速 度 a 的 二 维 波 方程 


Utt 一 a2 (Uzz Uyy)- (7) 


类 似 地 论证 得 到 三 维 热 方程 和 三 维 波 方程 . 在 某 种 情形 下 , 更 精确 的 热 方程 或 
波 方程 会 是 非 线 性 的 . 例如 , 稳定 膜 的 振幅 wu(z,y), 比如 绷 在 非 平面 线圈 上 的 肥 
皂 膜 , 已 知 是 服从 第 1.2 节 的 例 11 的 极 小 曲面 方程 (24), 而 不 是 服从 像 (7) 所 
暗示 的 Laplace 方程 . 然而 , (7) 是 唯一 可 能 的 对 关于 振幅 “真实 ” 偏 微 的 线性 
通 近 (如 果 有 的 话 ), 且 (1) 是 极 小 曲面 方程 (参看 第 1.2 节 的 例 11) 的 最 佳 线性 
通 近 . 口 
Laplace 算 子 人 的 旋转 不 变性 


我 们 现 来 证 明 在 任意 点 p = (zo,yo), uzz + uyy 是 久 在 p 处 沿 zy- 平 面 上 
所 有 过 p 的 直线 的 二 阶 方向 导数 的 平均 的 两 倍 . 由 于 这 种 平均 在 坐标 旋转 下 是 
不 变 的 , 所 以 这 个 证 明 隐 含 Laplace 运算 wzz + wy 在 坐标 旋转 下 保持 形式 不 
变 .( 在 习题 1 中 要 求 这 个 性 质 的 直接 证 明 .) 过 点 p 的 直线 , 与 正 x- 轴 方 向 i 形 
成 角度 9, 可 由 参数 表示 r(t) = (zo 十 tcos0, yo 十 tsin0). 在 p 处 久 沿 着 该 直线 
的 一 阶 导数 是 
Fulr(b)leo 二 ulzo+t cosb, yo+tsing)jt=o =MWz(zo,yo)cosg+zuy(zo,yo) sin 0. 
则 在 p 处 u 沿 该 直线 的 二 阶 导数 是 
Su(r(b)le = uzz(p) cos20 + 2uzy(p) cosgsing + uyy(p) sin? 6. (8) 
随 着 角度 9 的 变化 , 这 些 二 阶 导 数 数值 的 平均 为 


i 


1 
工 | (wss(p) cos?0+2uzy(p) cos0sinO+uyy(p) sin? 0)d0 = 3 luza(p)+uyy (p)], 
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(9) 


